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AVIS DU LIBRAIRE. 


Ce Traité est le cinquième Folume du Cours élémen- 
taire de Mathématiques pures, de M. Lacroix; Cours 
qui comprend l’Arithmétique, l’Algèbre, a Géométrie, 
la Trigonométrié rectiligne et sphérique, ainsi que 
PApplication de l’Algèbre à la Géométrie. On trouvera 
dans les Essais sur l'Enseignement, du même Auteur, 
[A analyse de chacune de ces parties, auxquelles font 
suite, le Complément des Élémens de Géométrie [ou 
Élémens de Géométrie descriptive], /e Traité élémen- 
taire de Calcul différentiel et de Calcul intégral et le 
Traité élémentaire du Calcul des Probabilités. 


Tout Exemplaire qui ne porterait pas, comme ci- 
dessous, les signatures de l’Auteur et du Libraire, 
sera contrefait. Les mesures nécessaires seront prises 
pour atteindre, conformément à la loi, les fabrica- 
teurs et les débitans de ces £sdhplaires. 
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e 
Des fonctions symétriques des racines des 
| équations. 


1. Ox appelle fonction d’une ou de plusieurs quan- 
tités, toute expression Composée de ces quantités! ou 


3 ] \ 4 j 
dont la valeur en dépend: x”, sont des fonctions de 


——, etc., sont encore des fonctions de 
) cx" + d? ) à 


æ , lorsqu'on regarde les quantités a et b, c et d 
. comme déterminées ou conmues. L'expression axy—by?, 
considérée par rapport aux quantités + et y seules, est 
une fonction de æ et y; les racines d’une équation, dé- 
pendant de ses coeflicient et de son exposant , sont, 
par cette raison , des fonctions de ces quantités. 
Quoiqu'on ne puisse obtenir en général les racines 
d'une équation que par approximation ou avec des ra- 
dicaux, il y a cependant des quantités qui dépendent 
de ces racines , et qui s'expriment d’une manière 
rationnelle au moyen des coefficiens de l'équation pro- 
posée. Les quantités dont je parle sont celles qui renfer- 
ment toutes les racines combinées d’une manière sem- 
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blable, soit entre elles , soit avec d’autres quantités, et 
que pour céla je nommerai fonctions symétriques 
La somme des racines , celle de leurs produits deux à 
deux, trois à trois, etc., données respectivement par les 
coefficiens du second, du troisième, du quatrième, etc., 
termes, sont des fonctions symétriques. 

On reconnaît, entgénéfal , une fonction symétrique à 
ce qu'elle ne change point de valeur, quelque permuta- 
tion qu'on y fasse entre les quantités dont elle dépend. 

Les fonctions qui n ont pas ce caractère , dépendent 
d'équations plus élevées que le premier degré, parce que. 
c’est une Joi bien remarquable de l'Analyse, et une suite 
nécessaire de sa généralité, que l’équation d’où dépend 
la détermination d’une fonction quelconque , renferme 
toujours toutes les valeurs dont cette fonction est suscep- 
tible., en y échangeant , les unes dans les ‘autres, les 
quantités sur l’ordre ‘et la ‘valeur desquellés 1ès”con- 
ventions n’ont rien établi de particulier. : 

Les questions suivantes , quoique très simples, répan- 
dront le plus grand jour sur tout Ceci. 


2. Proposons - “nous d’abord de trouver deux quan- 
tités dont la somme soit Pet le produit q. 
ÆEn représentant par x ét par y.ces deux quantités, 


on aura à: 
À ; 4 


CROP Ï a ), débat 
y a d'où. l’on tirera À ra se pa TE Ÿ: 
y 4; |  Ÿ PER EE0); 
les deux inconnues x et y seront les racines d'une même 
équation parce qu'elles entrent toutes deux'de la‘mrême 
manière dans'les conditions du problème. 
Je suppose maintenant qu’au lieu derchercher ifnnré- 
diatement les quantités et y, on!se borne à demander 
là valeur de -leur différence æ—y: on l'obtiendra sans 


DES ÉLÉMENS D’ALGÈBRE. à 
peines car , en vertu des équations proposées, on aura 


Hay +y = pt, 4ey 4: 


retranchant le second résultat du premier, il viendra 


D —22y + (y) —=p— 49, 
d'où 
z— y = Ep 4q. 

On.pouvait prévoir d'avance que la fonction x —y 
aurait deux valeurs, et que par conséquent elle dépen- 
drait d’une équation du second degré; car rièn dans 
l'énoncé de la question et dans la manière de la ré- 
soudre n’indiquait qu'on cherchât x — y ou y—x. 

La fonction x°+ y*, au contraire, dans laquelle il est 
indifférent de changer x en y, et réciproquement, n'étant 
susceptible que d’une seule valeur, ne dépendra que 
d’une équation du premier degré. En effet, si de l’équa- 
tion x? 2xy + y —p* on retranche celle-ci, 
2xy —92q, il en résultera 


x? + y —p"— 2q. 
Cesremarques seront d'autant mieux senties , qu'on 
sera plus habitué à la marche de l'Analyse. 


3. Ilest facile de voir que si æ, 8, y, à et « dési- 
gnent les racines d’une équation du cinquième degré, les 
quantités 

e+e+r+ète, 
ue + + PH à 
SR BE P+ So, 
etc. , 
sont des fonctions symétriques de ces‘racines. Il en se- 
rait de même des puissances semblables des racines 
d’une équation d’un degré quelconque. Newton a donné 


1°. 
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des formules très élégantes pour les calculer sans qu'il 
soit besoin de résoudre l’équation proposée. Ces for- 
mules , qu'il ne démontra point , sont de la plus grande 
importance dans la théorie des équationss je vais y 
parvenir d’une manière simple, au moyen de la for- 
mule trouvée dans le n° 180 des Elémens. 


4. Soit a PAL Our LR, ÆTx+U—o 
l'équation proposée ; le résultat de la division de son 
premier membre par x—«, ordonné par rapport à x, 
sera 








ait a am Lo? LMI LS x 4, : ant | 
+P +aP| +4? amp 
+ Ql +0 Ha 
| + R ani 
| Le T 


puis changeant «& en 8 , on aura pour le quotient de la 
division par æ—8, 











AMTI LE 8 XML? RARE xmT4, wi +em—r 
+Pl +8P) ‘+ep +6"? 
Guise 4 Q +8 Q +6" 
| + R es 
up ni T; 
de même, pour le quotient de la division par Ty, 
on HO yera s 
ami, AMP amet PAR Not Dj 
+Pl 4yP|  +ÿP +" 2P 
HO 40 +30 
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En continuant ainsi, on obtiendra autant de quotiens 

qu'il y a de racines ; et pour les ajouter ensemble, on 

représentera par $, la somme des premières puissances 

des racines , par #, celle de leurs secondes puissances, 

par $3 celle de leurs troisièmes , enfin, par S, la somme 
des puissances du degré m : on aura ainsi 


Sa HE +y + +, 
Ss = +R + ATH e, 
Ss = + 6 + PS + NH 6, 
Sn — a + EH PE À + em, 


À l’aide de cette notation, on trouvera pour la somme - 


de tous les quotiens donnés ci-dessus, l’expression sui- 
vante : 


mami+S, xs, GS ES à Unre .… + VASE 


+mP +PS, PS, PS; 
+ mQ +05, + OS ns 
| < mR RS», 


J'observe maintenant que chaque quotient particulier 
est le produit de tous les facteurs de la proposée , ex- 
cepté celui par lequel on a divisé. Le premier de ces 
quotiens , par exemple, renferme tous les facteurs, 
excepté x — « : le coefficient de son second terme sera 
donc la somme de toutes les racines , excepté «, prises 
* avec des signes contraires ; celui de son troisième terme, 
la somme de tous leurs produits deux à deux, excepté 
ceux qui seraient formés de la lettre # combinée avec 
chacune des autres : le coefficient du quatrième terme 


contiendrait de même tous les produits trois à trois , à 


l'exception de ceux qui résulteraient de la lettre + 


(4). 
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combinée avec deux autres quelconques, et aïnsi des 
coefficiens suivans. Ce qui vient d’être dit sur le premier 
quotient et pour la lettre « , aura lieu également par 
rapport au second et à la Lettre B , au troisième et à la 
lettre y, etc. | 

Il résulte de là que le coefficient du second terme 
dans la somme des quotiens, ou dans la fonction (4), 
est égal à m—1 fois la somme des racines prises avec 
un signe contraire; car si toutes les lettres se trouvaient 
dans chaque quotient, on aurait m fois cette somme ; 
mais comme chaque lettre manquera une fois , d’après 
ce qui a été dit ci-dessus , elles ne se trouveront toutes 
répétées que m — 1 fois. On aura donc (m—1)P 
pour le coeflicient du second terme de (4), et par 
conséquent, 

S,+mP=—(m—1)P. 


Le coefficient du troïsième terme de la fonction (4) 
contiendrait aussi m fois les divers produits des racines 
æ, B,y,d, etc., combinées deux à deux , si toutes en- 
traient dans chaque quotient ; mais chacori de di pro- 
duits manque dans deux quotiens : 48, par exemple, 
ne se trouve ni dans le premier ni dans le second; 
tous ne seront donc répétés que m—2 fois ; et comme 
leur somme est exprimée par © dans l'équation pro- 
posée, on aura (m—2)Q pour le coeflicient du troi- 
sième terme de la fonction (4), d'où il résultera 


S,+ PS;i+mQ—=(m—2)Q. 

De même le coefficient du quatrième terme de la 
fonction (4) ne contiendra que m8 fois les divers pro- 
duits des racines prises avec des signes contraires et com- 
binées trois à trois; ear chacun deces produits manquera 


dans trois quotiens : —*£y, par exemple, ne se trouvera 
ni dans le premier, ni dansle second , ni dans le troi- 


{ 


… 
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sième : ainsi leur somme étant R dans l'équation pro- 
posée, (m—3)R sera le coefficient cherché, et on 
aura par conséquent 


Sa+ PS, + QS, + mR = (m—3)R. 


On peut pouser ces raisonnemens auési loin que l'on 
voudra , et on en tirera 


SimP=(m1)e . NET ON 
Sa+PS,+m Q=(m—2) Q, d'où Sa+PS,+0 Q—0o $ 
Ss+ PS QS+mR=(m —5)R, Sat PSa+- QS;+3R=—0, 
etc. etc. 


5. On obtiendra par ces formules la somme des puis- 
sances des racines, tant que l’exposant de ces puissances 
sera moindre que m; mais rien n’est plus facile que de 
la trouver passé ce terme. En effet, il suffit pour cela, 
comme Euler l’a remarqué, de multiplier l'équation 
proposée par x”; il viendra 
LE PL  E Qui LR Tri Ux"—o ; 
mettant successivement #, B, y, d, etc., au lieu de «, 
on aura jet 
arr pantui Qatar Ramtrs,, Tant Ua"=—o0, 
RME PEMPITLE ORPI TALE RATES, HE TRR HUB" 0, 


efc.; 
et en ajoutant ces résultats entre eux , on conclura de 
la notation adoptée, 
Smn + PS mn: QSman2 RS mn. Q HTS,,:+ US,=0 , 
Cette équation se lie parfaitement avec les précé- 
dentes ,. car en faisant 2—0o,ona 
Sn = So = + 8° + y° Hd H etc. ; 
et comme 2° — 1, nie ir 90 1, etc. , il 
suit de là que S, égale l'unité répétée autant de fois 
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qu'il y a de racines, ou égale m. Par cette cheb: 
tion , l'équation ci-dessus AR 


Sn PS + QS m2 RS m3 ….. .+TS;+mU—=0o, 


résultat dont la forme répond à celle de la dernière 
des équations du numéro précédent , qui serait 


Sn + PS m2 + OSn-3+RS ne Fa 4 +(m—1)171—= 0, 


Ces équations, dont la loi est facile à saisir, renfer- 
ment le théorème que Newton a énoncé dans son Arith- 
métique universelle, et qu’il a appliqué à l'équation 


xt— x$— 19x° + 49x —30 — 0. 


Dans ce cas particulier, où P=—1, Q —=—19, 
R= +49, S—— 580, il a trouvé 


Si Si 00 » 119352 609 41 SURPRRRL 


on obtient de même 


S5 —— 2849. 
6. Il est visible que si l’on fait x — = dans l'équation 


proposée, qu'on en réduise tous les termes au même 
dénominateur , on aura une équation dans laquelle 
z—=xT",et dont, par conséquent, les racines seront 
T1, ÊT 1, y", etc. ; dégageant donc de son coeflicient 
la plus haute puissance de z, et mettant dans les der- 
nières formules du n° précédent , au lieu des coefficiens 
P, Q, etc., ceux de l'équation transformée, les quanti- 
tés S,, S,, 5, etc., deviendront les sommes des puis- 
. sances négatives des racines de la proposée, et devront en 
conséquence être remplacées par S_,, S_,, S_3, etc. , 
en désignant par S_, la quantité a + BL etc. 
Nous ferons remarquer qu’au moyen de cette nota- 
tion, on peut changer le signe de 7 dans l'équation 


Sinn PSone ss. + TSiyt + US, 0, 
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et qu’on aura l'équation 


Sn + PS ur ds —- TS, _n + CSS 0 , 


qui fera connaître les relations des sommes des puis- 
Sances négatives , soit avec celles des puissances posi- 
tives, soit entre elles; mais tant que 7 << m, ces der- 
nières relations sont exprimées plus simplement par ce 
qui a été dit ci-dessus. 


7. Avec le secours des résultats du numéro précédent, 
toute fonction algébrique, rationnelle et symétrique des 
racines d'une équation quelconque, pourra s "exprimer 
“Dar les coefficiens de cette équation ; l’exemple qui va 
suivre, quoique particulier, montrera suffisamment de 
quelle manière la chose doit s’exécuter en général. 

Soient «, B et y les racines d'une équation du troisième 
. degré : si l’on multiplie lune par l'autre les quantités 


a Hp ty S, et a+ 8 HyP—S,, il en résultera 


ue lo Mlle nc RE _6s 
+ ap + a BH ay aPy" Æ ByP Æ ePy" Ï AT: 


mais la première ligne du premier membre est égale à 
Sn+p , et la seconde est une fonction symétrique pe ra- 
cines #, 8 et y, formée en-les combinant deux à deux, 
et en les affectant , Chacune à son tour, de Vonboant 
n et de l’exposant p : on aura donc 


a RP LuP BU NN RE Sn 87 — np 


Il est facile de voir qu’en quelque nombre que soient les 
racines «, 8, y, etc., la valeur d’une fonction symétrique 
de la forme «"£P + etc., sera toujours S,S, — S,,,, les 
sommes 5,5, et S,,, étant calculées pour le nombre de 
xacines que l'on considère. 

En multipliant par a + 81 + y1=S, l'équation pré- 
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cédente , on aura 


QT RP ap BP TI ep PA LE GR À gl GP 
PQ enr al a ae AP IS Bye 
+ EP +0" By + PB al BI UT BTP ot BP" 

= 6,8, SE 
Les deux premières lignes du premier membre de cette 
équation , étant des fonctions symétriques formées de 
produits de deux lettres, seront , d’après ce qui pré- 
cède, exprimées respectivement par 


Sn449p— Sntptg € SpxgSn — Sntpeg ; 
et on en conclura que la troisième ligne, qui est unes 
fonction symétrique formée de produits de trois lettres, 
sera égale à 


Sn8 784 — Sn4p5q — Sn44Sp — Sp4g9n + 2Sn+p+ge 


On aurait encore ici, comme dans le cas précédent, un 
résultat de la même forme, quel que fût le nombre des 
racines ; en sorte que l'expression ei-dessus est celle de 
toute fonction symétrique composée de produits de trois 
racines. 

Le procédé dont j'ai fait usage pour découvrir les deux 
formules précédentes est général; et en continuant les 
multiplications, on parviendra à exprimer une fonction 
symétrique quelconque, qui ne peut jamais offrir qu'une 
suite de termes tels que «"8P10" etc., et dans lesquels. 
chacune des lettres «, 8, y, etc., se trouveaffectée suc- 
cessivement de tous les exposans.  # 

La formule donnée ci-dessus , pour l'expression de la 
fonction symétrique 4"{4P,9 + etc. , doit être modifiée 
lorsque quelques-uns des exposans #, p, q deviennent 
égaux. 

Pour fixer les idées , je supposerai qu'il n'y ait que les 
racines &, B, y, à, La fonction «*#y1+- eic., composée 
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de tous les arrangemens possibles des exposans 7, p, q 
sur les lettres «, 8,7, d, prises trois à trois, renférme en 
général vingt-quatre termes distincts ; mais lorsque deux 
de ces exposans deviennent égaux, comme dans la fonc- 
tion æ°8y+ 2°89+ etc., elle ne contient plus que douze 
termes différens , répétés chacun deux fois, etla valeur 
que donne dans ce cas l’expression ci-dessus, est double 
de celle que doit avoir l’ensemble des douze termes iné- 
gaux. Si les trois exposans n, p et g devenaient égaux 
entre eux, la fonction 4"{Py1—etc., ne renfermerait plus 
que quatre termes différens , répétés, chacun six fois ; 
et, dans cette hypothèse, il faudrait prendre pour la 
valeur de ces quatre termes le sixième de son expres- 
sion générale. 

Toutes les fonctions symétriques sont susceptibles de 
semblables réductions lorsqu'il y a égalité entre quel- 
ques-uns de leurs exposans ; en comparant leur forme 
réduite avec leur développement général, on verra faci- 
lement par quel nombre il faut diviser l'expression que 
donne pour ce dernier , la méthode ci-dessus. 

Les fonctions fractionnaires ne doivent pas faire un 
article à part ; car lorsqu'elles sont symétriques, il en 
résulte , après qu’on leur a donné le même dénomina- 
teur, une fraction dont les deux termes sont des fonc- 
tions symétriques et entières. La fonction. .......... 


æ 8 2, y,8 7 pair 
bu aa ee par exemple, conduit à 


RH a + dy + ay + Ey + By 

\ aRry 

numérateur et le dénominateur sont des fonctions sy- 

métriques. | 
Plusieurs géomètres se sont occupés spécialement 

de ces recherches, et Vandermonde, en particulier, 

à imaginé une espèce de signe , ou un algorithme , au 


, résultat dont le 
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moyen duquel il a construit des formules générales qui 
donnent immédiatement l'expression d’une fonction sy- 
métrique quelconque. Ceux qui seront curieux de con- 
naître ces formules, pourront consulter son Mémoire 
(Acad. des Sciences, ann. 1771). 


8. Si l’on avait une fonction dans laquelle il n’entrât 
que quelques-unes des racines de l'équation proposée, 
on pourrait encore, à l’aide de ce qui précède, parvenir 
à former la nouvelle équation dont elle doit dépendre. 
Qu'il s'agisse , par exemple , de déterminer la somme 
de deux quelconques des racines de l’équation générale 
du troisième degré ; comme il n’y aurait pas de raison 
pour représenter cette somme par « - 8 plutôt que 
par & + y, ou par 8 + y, ces trois expressions doivent 
être regardées comme autant de valeurs dont elle est 
susceptible; elle dépendra par conséquent d’une équa- 
tion du troisième degré, ayant pour racines & + @, 
«+ y et By, et qu'on formera en égalant à zéro le’ 
produit des facteurs 


B—(a+6), 2—(aty), 2—(8+y). 


En effectuant le calcul, on obtiendra 


D —o(a +BLy)z+ CHR y + 848 3ay +38y)z } ei À 

— (Ba ay pay + Bye) —2a y ni 
Les coelliciens des différentes puissances de 3, dans ce 
résultat, sont des fonctions symétriques, dont on trou- 
vera facilement l'expression, et les valeurs de l’incon- 
nue Z Seront aussi celles de la fonction cherchée. 

L'équation générale du troisième degré étant repré- 
sentée par x° + Px + Or +R=o, on aura 

a + B + = P, 
AR + 9 + Gu8 + Bay +5 = PH Q, 

et d'BLas + ay oy + 8°y + By =SS, — S3; 
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mais donnent les équations du n° 4 


SP, S3=P?—0Q, Ss—=— PH GPO—ER, 
et de plus, | À 

— ay =R: 
il viendra donc 


DE Ha + ya + By +6) —oaty=POR, 


et, en dernier résultat , 
2° + 2Pz° + (Pr+ O)2+PO—R—0o. 


Cet exemple fait voir que pour trouver l'équation 
d’où dépend une fonction quelconque des racines de la 
proposée , il faut faire dans cette fonction toutes les 
permutations possibles entre les lettres «, 8, , à, etc. : 
et désignant par «’, 8°, y”, etc., les différens résultats 
obtenus ainsi, on égalera à zéro le produit des facteurs 


34 ,2— 6, z—y,;2— 0", etc. Les coefficiens des 


puissances de z dans l’équation à laquelle on parvien- 
dra étant des fonctions symétriques des quantités &’, #’, 
Y» *, etc., qui renferment entre elles toutes les combi 
naisons qu'on peut faire des quantités #,8, y, 4, etc. , 
dans la fonction cherchée, seront aussi des fonctions sy- 
métriques de ces dernières , et pourront par conséquent 
s'exprimer sous une forme rationnelle par les coefliciens 
de l'équation donnée. En effet, il est facile de voir 
qu'aucune fonction symétrique de «’, 8, y, d", etc., 
ne peut changer de valeur, de quelque manière qu’on 
permute entre elles les lettres & , 8, y, à etc. : et cette 
inyariabilité est, ainsi qu’on l’a vu plus haut, le carac- 
tère essentiel-des fonctions symétriques. 


g. Les équations qui déterminent $, , $,, S3, etc, 
dans le n° 4, donnent aussi les expressions suivantes : 
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P = —S,, 
Q=- ES, 
DNA QS, PSS 
etc., k 


par le moyen desquelles on peutytrouver les coefficiens 
P,Q,R, etc., d'une équation x" + Pam etc, —0, 
lorsqu'on connaîtra les sommes S,, S,, S3, etc., des 
puissances de ses racines. à 

Ces formules sont commodes pour former l’équation 
aux carrés des différences des racines d'une équation 
donnée (Ælém., 208). 

Soit, pour exemple, l'équation °—7x+47=—0 ; dési- 
gnons 6es racines par «, 8, 7, et ses coefhiciens par P, 
Q, R; l'équation cherchée étant alors | | 


Lee) } {a} Len} D), 
il viendra pour la somme de ses racines, 
GE) +@— +)" 
DC BE y) —a(a8 ay HE) 08, — 20; 
pour celle de leurs quarrés, AT 
C++ EN 
2(e4 64 94e EE) 
+6 (ae Hay +87) =5S4— 4S3S, + 38% ; 
pour celle:detleurs cubes, 
GR) +(a—y)FEN—=, R 
2(a52 85495) 6(058+a85+ eye) y +87") 
156 a etat) BED) 
—90(2585 a+ 875) —=5S5— 655551 ES4S:—108$"; À 
eton trouvera , par le n° 4, j 


So 614, 5501, 542298 Se 045, 562855. 
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Nonmmant alors f,, f;, 3, les sommes développées ci- 
dessus , on aura 


Pi 424 fà=:882 ; PE TU 


et comme il existe entre f,, fa, f3 et les coeïliciens 
5 l'équation en. z, que je rAprésentéras Dame fiat 

2° + pa + 42 + 0 les mêmes relations qu'entre 
S, , 81, S3, et les TAN P,Q,R, les formules 
rapportées au commencement de cet arhole , donneront 


P'FE Gale + 49 
g= ER La, 


rt F Dfa 


ét, par conséquent , l'équation (D) deviendra 
Li al dot dés 49 0, 
comme dans le n° 208 des Élémens. 


ua La théorie de l'élimination, -dans les équations à 
deux inconnues , dérive d’une manière bien simple de 
celle -des fonctions symétriques , -exposée dans les ar- 
ticles précédens. 

Soient les deux équations 


x" + Pr" Oz": HAL... HT x HU =0o...(1), 
IT" HP ER Q'E AR LT. HŸ' x Z'=0:: (2); 


le°moyen-qui s'offre le bremiér pour chasser x de ces 
équations, consiste à prendre dans l’une d'elles la valeur 
de ce la Substituer ensuite dans l’autre. Supposant 
doncque l'équation (1) soit résolue , et qu’on en ait tiré 
les diverses valeurs x —u,x=8,x—"7,x—d, etc., 
éômme elles appartiennent toutes à la question proposée, 
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elles doivent être substituées indistinctement dans l’é- 
quation (2), et produiront ainsi autant de résultats dé- 
livrés de x, que l'équation (1) a de racines : on aura 
séparément AA. 


ar P'ar LOL R ans, LV'atZ'—0o, | 
BE PET ROBE HR ET. HV R+Z 0, | 
Y'HEP y + QI LR Y'y+7Z=0o, ; (3) 
ML PILO NERO. LV EZ'=0o, 


etc. 


Aucune de ces équations , considérée en particulier, 
ne peut être la résultante cherchée; mais cette dernière 
doit les comprendre toutes, et avoir lieu en même temps 
que chacune d’elles; condition qu’on remplira en les 
multipliant-entre elles, et en égalant le produit à zéro, 
puisque ce produit deviendra identiquement nul , quand 
l’un quelconque de ses facteurs s’évanouira. On voit de 
plus qu’il ne changera point, quelque permutation qu’on 
fasse dans l’ordre des quantités &, 8, y, d, etc.; qui con- 
courent toutes de la même manière à sa formation ; il 
ne renfermera donc que des fonctions symétriques de 
ces quantités, et pourra par conséquent s'exprimer ra- 
tionnellement par les coefficiens de l'équation (1). 

Si les équations (1) et (2) ne renferment que deux 
inconnues x et y, et sont du même degré par rapport 
à l’une que par rapport à l’autre, l'équation finale en y 
ne s’élevera point au-delà du degré mn. En effet, la 
somme des exposans de x et de y ne pouvant surpasser 
m dans chaque terme de l’équation (x), y ne se trouvera 
_ qu’au premier degré dans P, au deuxième dans © , an 
troisième dans R..., au. (m— 1)" dans: 7°,48hb enfin 
au mi" dans U. En examinant la composition des équa- 
tions qui donnent $,, $,, S3, etc. (4), on verra que 
$, ne pourra être que du premier degré ent, S, du 
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deuxième , etc. A l’aide de ces remarques , On concevyra 
facilementque l'exposant de y dans la valeur d’une fonc- 
tion symétrique quelconque z"{P19" etc. etc. (7) ne 
surpassera point le nombre np + q +r-etc., qui 
marque le degré de cette fonction : on pourra done re- 
garder les diverses puissances de «, 8, y, d', etc., comme 
des fonctions de y du degré marqué par l’exposant 
dont elles sont affectées. Mais, dans l'équation (2), la 
somme des exposans de æ et de y n'étant jamais plus 
grande que n, P' sera du premier degré en y; Qf du 
second, R’du troisième..., Ÿ’ du (n —1}°", et enfin Z' 
du n°"; tous les termes des équations (3) pourront 
donc aussi être regardés comme des fonctions de y du 
degré n au plus. Maintenant, si l’on fait attention que 
chaque terme du produit des équations (2) aura pour 
facteurs un nombre m de termes de ces équations, onsera 
convaincu que y ne pourra s’y trouver affecté d’un\ex- 
posant supérieur à mn. | 

Ceux qui auront quelque peine à saisir les raisonne- 
mens précédens, à cause de leur grande généralité , fe- 
ront bjen de développer le produit des équations (3) 
dans quelques cas particuliers. | 

11. Pour éclaircir ce qui précède , je vais en faire 
l'application aux deux équations 


x+Pr+OQ—o, x°+p' t+ Q'=0 ( Elém., 188) : 


« et 8 étant les racines de la première, on aura, en les 
substituant dans la seconde, 


Pa Q=o, # HP Qo) 

Le produit de ces deux équations sera 

AE Pa B + a RE) HP aB+ QG) PQ (HE) Q "0, 
à Compl. des Elém. d’'Alg. 2 
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mais 248— Q, «8e 8—ap(«+8)=—?PQ, : 
hp = P—2Q, a+8—=— P. 
À l'aide de ces valeurs, le résultat ci-dessus devient 
QI AOC + QE POTERIE 
+ P°Q —PP'Q 4 


ou, comme dans le numéro cité des Elémens, 


(Q— QY+H(PQ— P'Q)(P PP) 0. 
Remplaçant les lettres P et P', © et Q" par les quan- 
tités qu’elles représentent, on aura l'équation finale en y. 


19. La théorie des fonctions symétriques trouve aussi 
son application dans les équations à plusieurs inconnues. 
Soient, par exemple, deux équations contenant les in- 
connues x et y; si l’on désigne les valeurs de x par 


A Br Vs d'a elC 
celles de y par 

18,9, à, EtGes 
en sorte que «’ corresponde à «, 8’ à 8, et ainsi de suite, 
toute fonction de ces quantités qui demeure la même 
lorsqu'on y change un groupe de valeurs dans un autre, 
et réciproquement, comme , par exemple , # et # en 8 
et g', puis 8 et f'enc et æ', est symétrique, et peut 
s’obtenir, rationnellement par les coefliciens des équa- 
tions proposées : telle est la fonction 


Pa Pl 2 BPR'P' pp PE OPÔP", 
en ne supposant que quatre valeurs à chacune des 
inconnues. 

Waring avait indiqué il y a long-temps;'pour obtenir 
ces fonctions, un moyen, qui d’ailleurs s'offre presque 
de lui-même; c'était de faire x?y"= t, et d'éliminer 
x et y entre cette équation et les proposées. La ré. 


% 
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sultante en #, ayant pour racines les diverses combi- 


naisons 
“nf 
aPo'P”, BPB'P", vryP, etc., 


le coefficient de son second terme serait un nombre 
équivalent à 


— (aPar" + GPR'P" 4 yPy/P° + etc). 


Ce procédé exigeant qu'avec les équations proposées 
on en combine une autre où les inconnues x et y pas- 
sent le premier degré, jette dans jes embarras de l’éli- 
mination entre trois équations à trois inconnues , lors- 
qu'il s’agit d'équations qui n’en contiennent que deux. 
M. Poisson , dans le onzième cahier du Journal de 
l'Ecole Polytechnique (page 199),a donné un moyen 
très ingénieux pour sauver cette difficulté, 

Il fait t— x + 4y, À étant un coefficient indéter- 
miné quelconque. Si l'on tire de cette équation la va- 
leur de x ou de y, celle de x par exemple, qui est 
t— Ay, pour la substituer dans les deux équations pro- 
posées, les résultats en £ et y seront encore du même 
degré ; et si l’on élimine y, l'équation finale en f aura 
pour racines les diverses valeurs que prend la fonction 
x + Ay, lorsqu'on substitue aux inconnues chaque 
groupe de leurs valeurs correspondantes , savoir : 


æ+ Au, B+HAB, y+'Ay, d + Ad, etc. 


La somme des puissances semblables de ces racines, 
ou la fonction 


(+ Aa!) + (8 + A8) + (y + AY) + etc. , 


sera exprimée par une fonction rationnelle des coelfi- 
ciens de l'équation ent, qui ne contiendront que ceux 
des proposées et la lettre 4 ; mais la première de ces 


Dire 
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fonctions, se développant ainsi qu’il suit, 


—] ,/ — / 

Er AE Réaise AE À Eu 1) A+ etc. , 
+ 8 + BTE + #7°8"2 1.2 
a 6e pt AU NY 
+ etc. | 
ne renferme qu'un nombre limité de puissances entières 
et positives de 4, multipliées par des coefliciens qui 
sont indépendans de cette lettre, que d’ailleurs rien ne 
détermine ; la valeur que l'équation en { fournit de la 
même fonction, doit donc se développer ainsi, 


a+ bA+4 cA°+ etc., ; 
a,b,c, etc., désignant des quantités connues ; et l’on 
- aura par conséquent 

a+ gp + y +Hetc, — a, 
r(« 7—) œ! + Be" Re y + etc.) =D, 


27 he Lo 7 —0 C1 mn 
et (œ r 2 y 2 Rr 28 2 y" 2 f2 etc.) Er né 
La : 


équations qui feront connaître les fonctions symétriques 
de la forme 


&Par' Æ Pre PL efcé Le 
dans lesquelles p + p=r. 
Si l’on multiplie la précédente par 
ale'1 + 181 etc. , 
le produit ; 
ap" P'+4" EL gp+9p'P'#+9 LE etc. 

+ aPa'P/818"9" 1e" EPR'P" HE etc 
comprendra deux fonctions symétriques, dont la pre- 
mière se déduira de «4? + etc., en changeant p en! 
p+g, etp'enp “+q": on déterminera donc la seconde; 
et en s élevant ainsi de proche en proché, comme on l’a 


DES ÉLÉMENS D'ALGÈBRE. 21 
indiqué pour les équations à une seule inconnue, 
dans le n° 7, on obtiendra la valeur des fonctions sy- 
métriques les plus générales. On peutsvoir la loi de leur 
formation dans les WMeditationes algebraicæ de Wa- 

| ring (page 225). | : 

13. Il est facile d'étendre ce qu'on vient de lire à 
un nombre quelconque d'équations contenant un pareil 
nombre d'inconnues. | 

Pour trois équations en æ, J » Z Par exemple , On 
prendra 

1—= x + A, + Bz : ñ 
et substituant à x la quantité t— 4y— Bz, À et B 
étant des nombres quelconques , on éliminera y et,z, 
entre les résultantes , ce qui conduira encore à une 
équation en £{, dont les racines seront 
œ + Aa Ar Ba”, B+ AR + BB", etc., 


si l’on désigne par 


CET Y d", etc. 

les valeurs correspondantes des inconnues x, y et z. 
La somme des puissances r de ces racines, que je 

représenterai par S,(« + Aa + Ba’), s'exprimant 
d’une manière -rationnelle au moyen des coefliciens de 
l'équation en #, si on la développe ainsi que sa valeur, 
suivant les puissances et les produits des lettres 4 et 
B , qui doivent rester indéterminées la comparaison 
des termes semblables , par rapport à ces lettres, don- 
nera les fonctions de LA forme Lu 

ct 6° + y etc., 

@TTo He BR + y H'etc., 


428 pt. Se" BP e'P puP" — che RENTE + etc. , 
dans lesquelles p+p'+p"=r. 
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Par la multiplication de celles-ci, on composera celles 

de la forme 
aPuP'e'r"81g's" "3" — etc: 

14. Au moyen de ce qui précède, on parviendrait 
à l'équation d'où dépend une fonction donnée des in- 
connues x, y,Z,en formant dans cette fonction toutes 
les ÉUnbiiaons BosstBTés des valeurs correspondantes 
des inconnues, comme dans le n° 8; maïs l’objet princi- 
pal de ces réchérches est d'étendre à l'élimination entre 
un nombre quelconque d'équations, le procédé du n° 10, 
et d’en conclure là démonstration de la proposition gé- 
nérale érioncée dans le n° 196 des Elémens. 

* Pour celà, soient quatre équations complètes, de de- 
prés AA RONRRES renfermant lés inconnues x, y,Zzetu: 
si entre les trois premières on élimine alternativement y 
et z,æxètz,x et y, on aura trois résultats en 


æetu, yetu, zetu. 


Ces dernières équations seront, en général, toutes trois 
du même degré, puisque les équätions proposées étant 
complètes, chacune des inconnues y entre de lamême 
manière que les autres ; désignant donc par x le degré 
des nouvelles, équations ; et concevant qu’elles soient 
résolues ; on tirera de la première ; pour x, n valeurs, 
æ, B,; Y;, 9, etc., 
de la seconde , pour y, 7 valeurs correspondantes, 
kg L4 / f / 
“BB, y; 2", etc.; 
de la troisième, pour z, 7 valeurs corréspondantes, 
(4 [14 L4 N 4 + #4 
M x ANSE 
En substituant ces valeurs dans la quatrième équation 
proposée , que je représente par 


(x; Y, 3: AJP=S 06 
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m étant J’éxposant de son degré, on formera les équa- 
tions particulières 


(AA 40)" 0, 
CR U8" Au) ="; 
GP QUES, s 


etc. ; 


dont le nombre sera 1, et auxquelles doivent salisfaire 
les diverses valeurs de u; on conclura de là, comme dans 
le n° 10, que l'équation finale en w résulte du produit 
(G@, aa, u)" (8, &, 8", 4)" (7,7, y", u)" etc. — 0, 
comprenant n facteurs. 

Il ne renférme que des fonctions symétriques dés 
valeurs des inconnues æ, y, 2, puisqu’en ÿ changeant 
un groupe quelconque de ces valeurs dans tout autre, 
on né fait que changer l’ordre des facteurs. On peut 
donc exprimer ce produit d’une manière rationnelle: 
au moyen des coefliciens des trois premières équations 
proposées. 

On remarquera d’abord que chacun de ces Pins a 
pour premier terme u", et que par conséquent le pre- 
mier terme du produit sera w"*, Dans tous les autres 
termes, l’exposant de w ne peut pas non plus s'élever au- 
delà de mn; car la somme des exposans des lettres x, y, 
2 et u, dans l'équation(x, y, z,u)"=0,ne pouvant passer 
‘le degré m, celle des exposans des lettres «, 4 etc. , 
B,B',etc.,y,Y', etc., et u, ne pourra surpasser mn dans 
le produit, ét l'expression des fonctions symétriques qui 
composent les différens termes, ne s’éleyera pas au-delà 
de leur degré. En effet, l’équation en t du n° précédent 
ne peut monter plus haut que le degré le plus élevé des 
équations entre l’une quelconque des lettres x, y, z et 
la lettre u; et si on la représente par 


ip Pi + Qu. HU —o, 


24 COMPLÉMENT 
u ne passera point le premier degré dans P, 
le second dans Q, 
le nie dans U: 
les valeurs des fonctions de la forme S,(a+ 44 + Bu) 
ne comprendront par conséquent aucun terme où l’ex- 
posant de w surpasse r, puisque leur expression sera 
celle de la fonction $, dans le n° 4. Il suit de là que la 
valeur de toute fonction de la forme 
aPaP'a"P" LE POP RP" LL etc., 
ne pourra s'élever au - delà du degré p+p'+p”, et 
que dans celles de toutes les autres fonctions symétri- . 
ques déduites de la multiplication de ces dernières, 
l'exposant de la lettre x ne passera pas celui: qui 
marque leur degré , ainsi qu on l’a affirmé plus haut. 

Il y aura donc enfin dans le RrpaniE 

(@, a, a", u}" (8, 8, & u)"(y, y, y, ny" etc. 
aucun terme où la lettre w passe le degré mn; c’est-à- 
dire que le degré de l'équation finale résultante des qua- 
tre proposées est le produit du degré de l’équation finale 
résultante des trois premières, multiplié par celui de la 
quatrième, 

Les raisonnemens ci-dessus convenant à tous les cas, 
et pour deux équations, l’une du degré m, l’autre du de- 
gré nn, l'équation finale ne montant pas au-delà du degré 
mn (10), il s'ensuitque pour trois équations, dont les de-, 
grés respectifs seraient m, n, p, l'équation finale ne pas-. 
serait pas le degré mn Xp, et ainsi de proche en proche; 
donc le degré de l'équation finale , résultante de l'éli- 
mination entre un nombre quelconque d'équations com- 
plètes, renfermant un pareil nombre d'inconnues et de 
degrés quelconques, est égal au produit des exposans 
qui marquent le degré de ces équations. 
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À l’égard des équations particulières qui n’ont pas 

tous les termes compris dans les équations complètes, 

il pourrait seukement manquer aussi quelque terme 

dans l'équation finale , qui par là se trouverait abais- 
sée , ce qui ne change rien à l'énoncé du théorème. 


De la Résolution générale des Équations. 


15. Avant de s’occuper des équations générales, il est 
utile de connaître quelques propriétés des racines de 
l'équation à deux termes, y"—1—o, déjà considé- 
rée dans les Élémens, n° 159. | 

Soit, pour exemple , le cas particulier y —1—0, 
dont les cinq racines seront désignées par 1,,«, 8, y 
et à, En le comparant à l'équation 

DR MONT RE Sy TPE 0), 


on trouvera 


|A! 


RON OR = 0, "S'Eo$ T2, 


d'où, par les formules du n° 4, 


S,=i+e +R +y +À —o, 
S=1i+e+e+p+d—=o, 
Sie +E + YæH do, 
Sea LATE BE MEN 0, 
Ss = 1 + &ÿ + 85 HE PS HE 5 = 5; 


puis celle du n° 5, se réduisant à S:,,—S,— 0, donnera 
Ss—=0,. Se 0 oo; Mure. Sim 20: 
et ainsi de suite. 


j 1 
Posant ensuite, y— —, l'équation y”—1—0 se change 
Z 
1 k 
en ——1—0,Ou 2 —1—0, et les racines de cette 
°Z 


Ÿ: | 
dernière sont 1, —, — 


æ” B° 


1. j 
; 3° ces expressions ont par 


, où End 
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conséquent les mêmes propriétés que 1,«, 8, yet o), 
puisqu'elles appartiennent à une équation entièrement 
semblable à ÿ°— 1 —o: on a donc encore 


l 1 1 L d 
De TS DES Ne DE TES 
1 1 1 1 
HN MINT 5; 
etc. 


Il est facile de voir que les racines de toutes les équa- 
tions de la forme y"-- 1 — 0 jouissent de propriétés 
Rnalpenes à celles qu’on vient d'exposer pour l'équa- 
tion LE — 10, et qui se prouveraient de la même 
manière : ainsi, 1,4, 8, y, d',e, etc. , étant les ra- 
cines de l'équation y*—1==0, on aura 


== 1 et D PE QE QU LL et etc, = 0, 
si m n’est point un multiple de z ; et la même quantité 


deviendra égale à 7, lorsque m sera un multiple de 7. 
La RUE inverse 


rs ler a" Tr es 


aura les mêmes valeurs: dans les mêmes circonstances. 


nr ter - y" SE Je BRUT em pe 


16. Quand lexposant 7 est un nombre premier , les 
racines à, 8, y; ,e,.etc., peuvent toutes se déduire 
de l’une quelconque d’entre elles; et voici comment # 
æ , par exemple , étant une racine de yÿ*—1=0,ona 


til O,.OU ASS 
en élevant chaque membre de cette dernière équation à 
la 2°, à la 3°, à la 4°, etc., puissances, il viendra 
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équations qui équivalent aux suivantes : 

(æ°*)"—1—0, (æ)—1—0, (at)—1—0, (2°)"—1—0, etc. : 
d’où l’on voit que # étant une des racines de l’équation 
*— 1 —0o, autres que l'unité, &°, «° 5, etc 

AU 2 q ) 2 2, 8 
seront aussi des racines de la même équation. 
Ilne faut pas croire , d’après ce qui vient d’être dit, 
que le nombre des racines de l'équation ÿ"— 1 = soit 
indéfini ; on trouverait bien, à la vérité, que 


mL n—+1 n+-2 n+3 
MM Un MO Ts 1 11 23e là OÙCe) 


ya, @ 


satisfont à cette équation ; mais 


NAT COR ER dE a A AT 4 4 etc. 


Lors donc que, dans les élévations indiquées plus haut, 
on aura passé la puissance 2 , les mêmes résultats re- 
viendront, et dans le même ordre qu'auparavant. 
Depuis o jusqu’à 2, au contraire, les puissances de « ne 
donnent que des valeurs différentes, car il ne peut pas 


ê y > 
arriver que = « , tant que et » sont moindres que 7, 
et que ce nombre est premier. En effet, il en résulterait 


— Ÿ . e . 
du, piseÿ étant <T n; ainsi les équations 


— "—1=0o et ÿ"— 10 auraient une racine com- 
mune autre que l'unité: or, en cherchant leur plus grand 
commun diviseur, on trouve seulement y — 1. 

Il$uit de là qu’en prenant pour « l’une quelconque des 
racines de ÿ*—1—0, autres que l'unité, les racines de 
cette équation ne pourront être que 


* 


2 3 1H e 
À 1 ) œ 2 & ) œ pros ee œ 2 
et puisque 
rl TL TL : 
(À por nene+ , 2 me TT cd — — Fe 
œ LA 2 œ? en 71 


ï ; 
on en conclura que 2 jm ire ms SOnt, dans un 
où 


Ti 1 
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ordre inverse du premier, les expressions des 7 — 1 
racines autres que l’uvité. … | 
En mettant ces valeurs dans celles de $,, et de son 
inverse rapportée ci-dessus , on aura 
on V we?" + am, , a Cr—i)m —+ DD. n 
1 1 


1 + — et 1 am ER D RATES DEL, EUR 9 


œ æ 





selon que m ne sera pas ou sera un multiple de n. 
Il suit encore de ce qui précède, que si dans la série 


ô 3 n—1 
CCR EEE , 


on substitue, au lieu de #, l’une quelconque de ses 
puissances autres que l’unité, on n’obtiendra que les 
mêmes termes , mais placés dans un ordre différent ; 
car ce n’est que changer la racine & dans une autre qui 
doit reproduire aussi toutes celles de l’équation propo- 
sée , c'est-à-dire les puissances ci-dessus. 

Le même chose se prouve encore en Nretpant que 
les exposans de #, dans la série 


late (07 (ra 1)y 


Œ , © , œ pe. © 3 


étant divisés par 7, afin d'en ôter les multiples de ce 
nombre, laisseront te tous les nombres depuis 
1 jusqu'à 7 — 1 , sans lacune ni répétition, si» <<, 
proposition qui sera démontrée dans l’un, des articles 
concernant la théorie des nonrbres. 


17. Quand l’exposant de l’équation.à deux termes est 
un nombre composé, ses racines dépendent des équa- 
tions semblables ayant pour exposans les facteurs pre- 
miers de celui de la proposée. Soit y"æ=1—= 0 celle-ci, 
et posons m—np, n et p étant deux nombres pre- 
miers. Îl est d'abord évident que les racines de chacune ® 
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des équations 
épée à y*—1=0, ÿP—1—= 0; 
vérifieront la proposée ; car # étant une racine de la pre- 
mière, et 4 une de la seconde, on a nécessairement 


pe A 58 Lie 4 , 
puisque æ*—1, et de même | 
k PE nt CUS EST 


mais en prenant séparément les racines de ces équations 
pour celles de la proposée, on n’en trouvera en tout que 
n +p, parmi lesquelles l'unité se présentera deux fois. 
‘Il faut, pour obtenir le nombre nécessaire m, com- 
biner de toutes les manières possibles, par voie de 
multiplication , les n racines de y®— 1 — 0, avec les 
p tacines de ÿ’—1—o, ce qui donnera np valeurs, 
qui satisferont à la proposée , puisque 
A (au')" — 0 —> PP — (27)? (a/Pyr, 
Toutes ces valeurs seront différantes; car si l’on prend 
r<n,s<p,etques#et # ne soient pas tous deux 
égaux à 1, on ne saurait avoir ##°=— #4", puisqu'il en 


» 1' 1 r. . 
résulterait  #*7'=— ——, et que —— étant racine de 
œ C2 


l'équation yÿ*—1—0, cette équation aurait avec 
ÿP— 1 —= O une racine commune autre que l'unité, On 
verra de même que l’on ne peut avoir æx —1. 

On n’aura pas non plus (x) — 1 tant qu'on pren- 
dra g << m où < np, et que # et #’ différeront tous 
deux de l’unité ; puisque «1 et #7? ne deviennent pas si- 
multanément 1, lorsque q n'est pas à la fois un multiple 
den et dep,etiln’y en a pas au-dessous de np. Donc, 
sous les conditions précédentes, la racine «’ donnera, par 
ses puissances, toutes les racines de l’équation y"—1=—0o. 

‘Enfin, quandm=n* , ontirera de la seule équation 
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y"—1=0, les racines de y"— 1 —0, en observant 


que (. 2). —=«"— 1, et mettant dans «+’, au lieu de #, 


les n valeurs de Va 

Lagrange étend ces diverses remarques aux cas où le 
nombre m a plus de deux facteurs premiers; mais ce 
qui précède suffit pour l’objet de cet ouvrage. ( Voyez 
le Traité de la Résolution des Équations numériques, 
2° édit., note XIII , n° 10.) | 


18. On a vu ( Elém., 183, note) que la recherche 
immédiate des racines d’une équation par leurs rela- 
tion avec ses coefliciens, fait toujours retomber sur la 
proposée; maïs il n’en serait pas de même si l’on cher- 
chait d’autres fonctions des racines ; et si l’on pouvait 
trouver de ces fonctions qui dépendissent d'équations 
d'un degré moins élevé que la proposée , il en résulte- 
rait un moyen de résoudre celle-ci, comme on va le 
voir pour les 2°, 3° et 4° degrés. 

Soit d’abord l’équation du second degré 

x +pr H+q—=0o;; 
que a et b représentent ses deux racines : on aura 


a+b=—p, ab—q (Elém., 185). 


En cherchant à déterminer a.et D par ces deux équations, 
on trouverait en a ou en b une équation semblable à Ja 
proposée ; mais si, par quelque moyen que ce fût, on 
parvenait à obtenir, entre les racines a et b et les coeffi- 
ciens p et q, une seconde équation du premier degré, 
on aurait sans peine la valeur desracines. Il fautdone que 
la fonction des racines qui composera cette équation soit 
dela forme {a mb; en sorte qu’on ait la mb —2, 
/, m et z étant des quantités indéterminées. 

Cette fonction , /a + mb, est susceptible de deux 
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valeurs différentes, en y changeant a en b, et récipro- 
quement ; car on forme par ce moyen les deux expres- 
sions /a + mb et 1b Æ ma. Il suit de là, et de ce que 
l'on a vu n° 8, que la fonction la + mb, ou z, dé- 
pend d'une équation du second degré , excepté dans 
le cas où m=—= ll; car alors elle devient /(aKb), 
et ne donne que la somme des racines qui est déjà 
connue. 

Puis donc que la fonction cherchée dépend nécessai- 
rement d'une équation du second degré, il faut, en dis- 
posant convenablement des quantités indéterminées 
et m, faire en sorte que cette équation soit seulement à 
deux termes , afin qu'elle puisse se résoudre par une 
simple extraction de racine. Or, dans une équation du 
second degré à deux termes, et qui ne contient par 
conséquént que le quarré de l’inconnue , les deux ra- 
cines sont nécessairement égales et de signes con- 
traires ; il faut donc qu'entre les quantités /a + mb et 
1b L ma, qui sont les racines de celle qu'on cherche, 
on ait la relation 


la + mb = — Ib — ma, 

d’où l’on tire 

l(a+b)=—m(a+kb), 
et en divisant tout para, 

= m. 

Cette condition étant la-seule à laquelle il faille satis- 
faire pour remplir l’objet proposé , je prendrai, pour 
plus de simplicité , Z=—m — 1; la fonction cherchée 


sera donc a— b; et, d'après ce qu'on a vu dans le 
numéro cité, elle dépendra de l'équation 


fz—(a—b)}{z— (b—a)}=o, 
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ou, en développant, | 
g®— a°— b? Loab — 0. 
Or,ona 
a? L pb — oab = (a + b)— 4ab = p°— 4g; 


substituant dans l'équation précédente , il vient 


2° = p*— 44, 
d'où l’on tire 
2= + WVp—4q. 


Mettant pour z sa valeur a—b, et combinant cette 
équation ayec celle-ci : 


akb=—p, 
of en tirera , pour & et b , les valeurs 


Lep+Vp 4 y; —p—VP—4q 
GI 4 2 4 À 2 ; 


[e 


qui sont les mêmes que celles que donne la méthode 
ordinaire. 


19. Pour simplifier les calculs relatifs à l’équa- 
tion générale du troisième degré, on la suppose pri- 
vée de son second terme, ce qui lui donne la forme 
suivante : 

a+ pe +q=0; 
et par des raisonnemens analogues à ceux du n° précé- 
dent, on cherche à priori une fonction des racines qui 
les détermine facilement, et qui dépende d’une équa- 
tion plus aisée à résoudre que la proposée. La forme 
la plus simple que l’on puisse donner à cette fonction, 
est a + mb + nc; et en y changeant entre-elles les 
racines @, b, c, elle offre six combinaisons différentes 
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savoir , 


et faisant, pour abréger, aus 


la +. mb ce LC AR y mc Es nf 
1b + ma nc, QUE, TR 
; do. + ma +)nb, (em D mr da AA 


ainsi l équation dont elle dépend est du sixième dégré ; 
mais cette équation deviendrait résoluble à la manière : 
de celles du second , si elle prenait la forme..:.... 


254 Az + B=0. Danse cette Pxphhèse; on en.dé- 
 duirait. £ 
2 — — : Fe me Æ 5 he 
a An À 


les trois racines cubiques de | unité étant 1,æ,«°(16), 
les six valeurs de z seraient ma 


Gi NE. Ar, 2, : dr. 


\ Prenant donc deux 5 valeurs de la fonction! 


la + mb + nc, pour les pH let 2" fonts 


| 
0 
k 
| 
| 
| 
| 


| 


| 


| 
| 
| 


par exemple, 


V2 41 71 RER LEE GE L. 


on assujettira les quatre autres aux relations des d: 
verses valeurs de z, au moyen des équations 


1 + na End =) (la + mb + nc), 

lc + mb + na = à (Ib + ma + nc), 7 
 4b É mc + na = «(là Æ mb —Honc); 0 

la + mc + nb = «(lb + ma + ñc), | 


à: se forment en comparant deux combinaisons “dans 
lesquelles aucune des lettres a , b, & n’a :le: même 


Compl. des Elém. d'Alo. 4) 
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coefficient, ét d’où l’on tire , en transposant , 


(GC — an)ce + (m— abjaæk (n—am)}b=o), 
( — en}e + (m — al)b + (ü— am)a = 0 

(1 —cm)b + (m —æ#n)c + (m — al)a —="0o, 
(—am)a + (m —æ#n)c Hit æ&l)b = 0. 


Comme ces équations doivent se vérifier indépendam- 
ment des valeurs particulières de a, b, ©, on égalera 
séparément à zéro les coefficiens de ces diverses quan- 
tités, ce qui donnera entre les inconnues l,m, 7, les: 
équations suivantes : d 

l— am —0o, Mm—al—=0, n — a«…m—=0, 

l—m—o, m—w#n—0, n— al =,0. 

Si l’on détermine /,m,n, au moyen des trois pre- 
mières, On trouvera +4 7 

ie l= an, mean, nn: 
et si l’on se rappelle que «= 1, on verra que,ces Vas, 
leurs de / et de m satisfont aux trois équations de la se- 
conde ligne ; en sorte que le coefficient ñ reste indéter- 
miné. En,le,supposant , pour.plus de,simplicité,, égal à 
1, on-aura les valeurs 

l=a, m—=e, n=1; 

, \ Ki . £ 
c'est-à-dire qué'les coëfficiens , mn, »serontiles racines 
cubiques de l'unité : les valeurs de z' et de z' seront par 
conséquent Naru à 

RE = de 
2'=aateb+c, 2 =æ#at+ab+c; 
et représentant par z la fonction. la.+-mb + ne, dont 


le cube nexdoit avoir qué les deux, valeurs a et 24°, il 
viendra (8) 


{a (aheb+o)} fa (ateb+ko)}}= 0. 
Ce produit est facile à exprimer at moyen des coeffi-4 


| 


_— —— 
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ciens de l'équation x° +- px +4-q —0o; car après en 
avoir chassé la quantité « , à l’aide des relations rap- 
portées. dans le n° 16, il.ne contiendra plus que des 
fonctfons symétriques des-racines a, b, c. En né dé- 


veloppant pas d’abord:les seconds termes de chaque 
facteur, on trouve 


(aa bc) y23 (aa +a FOX (a+ab+c) =0; 
—(% apart cX } 
mais ‘ 
(aa-ub+c)(e°a-hab-tc)—[(eaebc)(aa babe) T5. 
Développant le produit (aa a°b + c) («a+ abc), 
avèc l'attention! de substituer r au lieu de «5, —1 au 
lieu de & + &°, et de «? + af (16), il viendra 
a+ rte — ac—ab— bc, 
quantité: éqüivalente à an, 
arr aa ap = (a-Hb-+c)°—8( ab ac-tbc) 
LL 8p ) 
püisque: l'équation proposée étant sans second terme, 
on doit ayoir 


a+b+c—=o; 
et de là on tire 
Ga 254 c) (aa + ab + DE — opt, 
Faisant ensuite le cube de «a + «bc, äinsi que 
celui de «’a+ab+c, prenant la somme des résultats, 
et mettant 1: pour &f et pour &°, — 1 d F a? 
æ? + af et af Æ à° (16), il À Fer 4 
20 + 9b$ LH 903 LE 19abc 
— 5a°c —— 3ac°— 3a°b — 3ab° — 3b°c — 3bc°, 
expression qui, ne renfermant que des fonctions sy- 
métriques , peut être déterminée par les formules du 


4 FA 
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n° 7.-Avec un. peu d'attention , on voit aussi qu'elle: 
est équivalente à 
o(a + b + c)ÿ— g[ac(a + b +e) — abc] 
— 9 [ab (a + b + ©) — abe] 
— o[bc(a + b + c) —1abe] 
SAR e7 4° 
On a donc enfin | 
25 + 27q2 — 27p° = 0, 
équation qu'on appelle la réduite ou la résolvante, et 
dont les racines désignées ci-dessus par 2° et z', sont 
3 cat ete LOfRENS ) ANUS LRO 
Big + V Ep 8 V=ig— Ve phagte | 
Mais les équations: à. \ 

z'— aa + «°b +c ; z' —=æ#atkab+e, 
jointes à l'équation a+ b+c—o, résultante de 
l'évanouissement du second terme de la proposée ; et au 
moyen des réductions indiquées n° 16 , donnent 


a me PDO à __az + &z __æz + az" 
RTS ACNANTI 3 er RÉTU BTTIR A? 








L1 L2 f * 
et si l’on met pour les quantités z’, z",æ, «?, leurs va- 
leurs , on trouvera 


3 DRM 8 
VE VE + Vi VE Pia 
Ve eee pr — 
pe IV Vo + VE HET 


2 





+» 


DR D 
ES Vive + 2q° 


—1q+V Sp + 19 


( 
a 


1—(/ —3 2 ————— —_—_— 
1h Nine to V—iq—V SP 19° 


DES ÉLÉMÊNS D'ALGÈBRE. 37 
De ces trois racines , la première seule parait réelle ; 
les deux autres sont sous une forme imaginaire, 

Je reviendrai dans la suite sur ces formules ,. pour 
faire connaître les diverses circonstances que présente 
la résolution des équations du troisième degré ; pour 
le moment , de me bornerai à observer que les quan- 
tités z/ et z’ ayant chacune trois valeurs, puisqu'elles 
désignent des racines cubiques, il pourrait résulter de 
l'emploi successif de ces valeurs trois systèmes de ra- 
cines &, b, c; maïs celui que j'ai rapporté plus haut 
est le ET qui EMA CE à l'équation | 


5 + px +gq—=o. 

Les deux autres Gffriraient respectivement lés racines 
des équations x°Æ+apxzÆ+q—0o, a+ apr +q—0, 
liées à la proposée, de manière à former avec elle , par 
la multiplication, une équation rationnelle du neuvième 
degré, et quiconduiraient également à l'équation en z, 
obtenue ci-dessus > parce que cette dernière ne contient 
que le cube de p, qui est aussi celui de ap et de æ’p. 

Pour distinguer le système des racines qu'il faut 
employer , il suffit d'essayer s’il rend la fonction. . 
ab + ac + bc égale au coëeflicient de x dans l’ héton 
proposée : or les valeurs trouvées ci-dessus donnent 


ab + ac + be—— 322", 
eton ad ailleurs 
22 = — 3p. 
.20, Je passe au quatrième degré. En désignant par 
a, b,c, d les racines de l'équation sans second terme, 
m4 pt qr tro, à 
on cherche encore à trouver une fonction de ces racines 


qui soit de la forme ka + /b + mc nd, et qui dépende 
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d'une équation moins élevée ou moins difficile à résoudre 
que la proposée. Dans une telle fonction, les lettres a, 
b,c, d peuvent être combinées de wingt- quatre ma-. 
nières différentes, et par conséquent elle doit dépendre 
d’une équation du vingt-quatrième degré; mais on peut, 
en. établissant des relations entre les coefliciens indéter- 
minésk, /, met n, réduire le nombre des combinaisons. 
En. snpposelt d'aBbrd k—1; il ne reste plus que douze 
changemens possibles PAL la distribution des lettres 
a, b,c,d, et ces changemensise réduiront à six, si l'on 
fait m = n; la fonction ci-dessus deviendra alors 


susceptible de cinq autres changemens, 


l(a + à) + mb + d), 
La + d)+mbæ+ie, | 
1(b + ©) + ma + d), 
2(b + d) + m (a Pre (+ EN 
L(c + d) + ma ++ b). 


Onne peut plus diminuer le nombre de ces combi- 
naïsons sans les rendre tontes identiques ; mais en po- 
sant L——m, on aura les six quantités 


l(a+b—c— d), T(c+ d — a — 6), 
l({a+c—b—d), 1(b+d— a — c), 
l(a + d—b— 0c), lb+c—a d), 


telles que les deux qui sont sur une même ligne ne 
diffèrent que par le signe ; en sorte que l'équation du 
sixième degré , dont elles dépendent; doit avoir trois 
racines positives , et autant de négatives respectivement 
égales à chacune des premières, Cette équation sera 
donc de la forme 


29 Az + Br + Co  (Elém., 208), 
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et réductible au troisième degré, en prenant 2° pour 
l'inconnue. Mais si, au lieu des quantités .… 

l(akb—cd), etc, 
on prend leurs quarrés, , On n'aura ge trois fonctions 
différentes, puisque | 

 P(a+b—c—id}#æ OH 2 à — BY, 
et ainsides autres; et faisant /=— 1 dans ces dernières 
fonctions, l'équation qui doit: les donner sera” le’ dure 
des troisfacteurs : : 
lt 0e ee (@ h 2e À eo 

3 — (a + c — b — d), 

Zz — (a deb — cy. 

Or, RER 
R De cer | 
abc d-oaboùc-bad-0 bo obd id 

(a+b+cHhd) — /4ao— ad -— 4bc-4bd;,: 
et comme l’équation etes manque de o seconde, 
on a gt. 472 
a me b "à c 2 a _ 0, pe 
d'ou into :< LUE | 
(a+ b ja Let pre 
mais puisque, } d'après, la Composition des équations, 
PE 4e da 2 bent D + cd, 


il en résultera, : 
0 4ac—#4ad. ie ai= mes Fr ju ab + A " 
dons enfin :! “111 
| Ka be maps à ab Le ju 
On trouvera de même 


APCE EE EE ET EU 
a+ d = bc) = —i4p4 ad Abe: 
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Si, pos plus de simplicité, on prend Pinconnue z s'étale 
au + des fonctions (a+ c—=b—=d), etc. ; ; l'équation 
en . sera le produit Aer trois facteurs) \ 


LOUOBOË LOT 3 pi : (àb cd) 1 AUELE It 110 
z + p — (ac + bd) }°T 29/0140 
2 ip.y+ (ed{4-bo}= 8 + 5) 
Iline s’agit plus maintenänt quevde! développer ce 
produit ;let:d’exprimer énip} b q et r; les fonctions 5 
triques de a, b,cet d, qui s’y trouventcontenués.c 
Pour couts le calcul avec, plus de facilité, on 
posera fs ua des 0 (AE 


“t 
Ms ç 
Me £3 


+10 
ce qui donnera les frois facteurs 


u (ab od).; . ca Pape ir (adihiäc) 


Le coefficient du second’ tèrme de” l'équation ën W sera 
égal, Abo) où dupusr 3È OGOIY TOIIEP] 9 TIHO09 19 


+ ac+ai+ be bd + cd, ca 


ou , ce qui est la même chose, à —p; celui du troi- 
sième BEI Gt \ SE LAS, EUR v) 


(yen went LS 


dbc + ‘bd jrs RICA one E# 


DES sb AK aise cdd x : cd Del quatnri 
FA abc* + \ac’d + ELA = 7 M 
+ abd? + acd? + bcdiastiuem ns li 


Cèttè fonction!est symétrique; car elle ne Chang M 
quelque permutation qu'on fasse entre les quantités la, 
b,c;,d, et elle n’est qu'un cas particulier de, la fonc- 
tion a"bPel + etc. , dont l'expression est 


Sr Sp S a Sn-pSa  Dn499p — Sp+g9n + LS 4) 


Pouïenlavoir. Ja! Pt onfaitn=2,p=1}q=1, 
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dans Ja formule ci - _ desêus dônt on ne prend que la 
moitié, à cause que p— q; il vient * 

2 (8297 — 2838, — S5 + 28,) : 
cherchant ensuite les valeurs de S,,:9,, S3, S4, et 
observant que le second terme manque dans l'équation 
Érpoiées on trouve — 4r pour résultat. 
On arrive immédiatement à ce résultat , en remar- 
quant que la fonction «abc + etc. est équivalente à 
te (abc + abd + acd 4 bed) — abcd 

+ b(abc + abd + acd +: ‘bcd) — abcd 
* + cc (abc + abd + acd +bcd) .— abcd 

+ d(abe + abd + acd + bcd) — abcd 
(a + b +c+ dy (68e + abd + acd ++ bcd) — 4abcd, 


cts se réduit par conséquent à Mad à puisque 
sakb+c+d—=o.: 
Le dernier terme de l'équation en w étant égal à 
1, -—(ab.+ cd) SR (ad + bc), 
a pour développement 
“.@ {  dbcd +. abcd + abeïd + abcds 
VE &b°c + «bd + a cd a b?c d° 
La valeur de Ja première ligne se déduirait de lexpres- 
sion générale des fonctions de la pen arbPc1d' +- etc., 


en y faisant n—3, p—q—r— 1; mais on voit Hien 
aisément qu 'elle n'est autre chose: hdd 


abcd (a? +-1b? + + + d?) — rS2 = —9pT. 


La seconde ligie aura Pour expression ta ce qui 
précède, 


à (55 Less PER — Jopr + d; 


réunissant ces deux parties, et changeant leurs signes , 
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on-trouvera + 4pr —:g" pour le dernier terme de 
l'équation cherchée,, qui sera par conséquent 

uÿ= pu — 4ru + 4pr — P = 0 : 
mettant 2 + pau lieu de w , il viendra 

25 ape + (p—4)z— = 0 

Soïent:maïntenant z’, 2", 2":les itroisracines de cette 

équation , :qui:est Ja réduite, on aura 
(atb—c—d=4# ,) (atb—cd=#y 7, 
(a+c—b—d) —42" à d'où a+c—b—d=#9 V/z" 
(a+d—b—c)=42", a+d—b—c—+#0 V2" à 
Les trois dernières équations étant ajoutées alternati- 


vement avec l'équation a-+b+c+d—o, qui résulte 
de l’évanouissément du second terme, donneront , en 


ne prenant d'abofd que le signé supérieur dont chaque | 
radical est affecté, 


a+b=W#, atc=yr, apd=y/z"; 
mais la somme de celles- ci, étant écrite dans la forme 
paka+b+c+d=Vz AUATAT 
se | réduit visiblement à diront | 
‘2a=y7 LYTaVR a an 


d'où , par ce qui précède , l’on conclut sans peine 


i b 





a+ CVZ + VE 42) 
bi (+ V3 —Vz); 
c—3(—Vz +Vz V2") , 
d=i(—yz V2 +2); 


et en prenant des signes inférieurs des radioaux ; on 


… 
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Évri ve ve, 
CERN VE EVr)s 
Va GVT +7 V7) 
Ces huit valeurs comprennent toutes les combinaisons 
qu'on peut faire des deux signes dont chaque radical est 
affecté ; cependant on n'en doit employer que quatre. 


Cette espèce d'ambiguité tient à ce qu'on n’a pas 
déterminé immédiatement les fonctions. ....,..... 


aurait eu 


o % à 
HU HU 


pl= pie Pie Pie 


.@+b—c—d, etc.; mais leur quarré, qui reste le 


même , quel que soit leur signe et celui du coefficient 


q, puisque l'équation en z ne contient 1e le quarré 


de ce coefficient. Il suit de là que les racines trouvées 
doivent également satisfaire au cas où q est négatif 
comme à celui où il est positif ; en sorte que ces huit 


‘valeurs réunies sont les racines de l'équation résultante 


du produit des deux suivantes , 


apr + qgc+r=o, xtHpé— gx+r—=o, 


qui ne diffèrent que par le signe de g; et que par con- 


séquent le système de valeurs , quirépond à la première 
équation, doit donner la somme des produits des racines 


prises trois à trois avec un signe contraire , égale à une 


quantité positive , et l’antre doit. donner cette même 


somme égale à une quantité négative. 


“Ce caractère servirait à faire reconnaître l’ensemble 
des yaleurs qui conviennent à chaque équation en par- 
ticulier; mais on y arrive plus simplement en multi- 
pliantentre eux les premiers membres destrois équations 


a+b—6R 2V/7', 
a+c—b— d— 2V/2z", 
g+d— bc — oV/z”; 


EH 
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car en réduisant les fonctions symétriques qui com 
posent le produit ,; on trouve que sa valeur est égale 
à — 8q; il faut donc, dans tous les cas, prendre les 
signes des radicaux, tels que léur produit soit d’un signe 
contraire à celui du coefficient g; mais comme pour 
déterminer, d’après cette condition , le systeme de va= 
leurs qu'il convient d'employer, on doit, suivant la 
remarque de M. Bret ( Correspondance sur l'École 
Polytechnique, t. IT, pag. 218), avoir égard : à la na- 
ture des racines z', z”, 2" de la réduite’, je renvoie cet 
examen aux articles dans lesquels je Actéti la na- 
ture des racines des équations du troisième et du qua 
trième 1e degré: | 


\21. Ta ds Dar ae le ces équations ont été 
“résolues précédemment est due. à Lagrange ( Mém. 
de d'Académie. des Sciences de Berlin, années.1770 
et 1771); mais, pour l’exposer, j’ai suivi. la marche 
tracée par M. Laplace dans le Journal des Séances de 
l'École Normale (Leçons , t. II, page 302; 111° édition, 
ou Journal de l'Ecole Polytéchnique, 7 < et 8° cahiers, 
pag. 46). Quelque féconds que soient fes principes de 
cette méthode elle n’a pus s’étendre aux équations gé- 
nérales des degrés supérieurs au quatrième , ‘parce que 
la fonction des racines qui sert à les déterminer dé- 
pend' d'une équation plus élevée que la proposée, 
ainsi que je vais le montrer en présentant l'extrait 
de la 13° noté de la seconde édition du Traité de la Ré- 
solution des Equations numériques, par Lagrange. | 

En désignant par x’, x",x",... xt") (*) les racines 
de l'équation générale du degré m, il cherche une 





{(*) Ici, et dans tout ce qui suit, Ja notation (m) désigne r. 
nombre des accens'que doit porter la lettre inférieure. 
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fonction de ces racines, de la forme. 


"x ax Lx"... + Lg A ; 


dans laquelle æ& est l’une a des racines de l’é- 
quation y"— 1—0 , autre que l'unité positive. Il’est 
aisé de yoir que cette expression renferme celles qui’ont 
été trouvées ci-dessus pour le troisième et le quatrième 
degré ; car elle devient , dans le premier de ces cas, 


x'+ ax" Lax”, 
et il suffit d'y changer x” en a, x” en b, et x'en c, 
pour en faire la valeur de z’ obtenue page 34. 
Lorsqu'il s’agit du quatrième degré, il faut remarquer 
que l'équation yf— 1 = 0, outre + 1.et les raojnes 


imaginaires y —1 et Vu 1, a encore la racine 
—1, qui donnant «*—1, change l'expression 


x + aux" HÆ x" + ax!" 
en». 4. x Ha — x — x", 
Forme qui s'accorde avec ce qu'on a trouvé page 38. 
Onwoit ici que la présence de la seconde racine réelle 
de l'équation yf — 1 = o simplifie la forme de la 
fonction cherchée ; et il arrive quelque chose d’ana- 


logue toutes les fois que l’exposant du degré de l’équa- 
‘tion proposée n’est pas un nombre premier. 


_ 22. Supposons d’abord que le nombre m soit pre- 
imier, et prenons 5 pour exemple ; la fonction cherchée 
sera alors 


LH ax" + dx" + TN dx, 
l# étant une des racines imaginaires de l'équation... 
PP — 1—o. La formation des diverses valeurs de cette 


fonction s’opérera en y effectuant toutes les permuta- 
tions possibles entre les cinq racines x’, x”, x”, æ'*, x", 





ts 


mme 


— 


CES en 
ee a 
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ou bien en laissant ces lettres dans le même ordre, maïs 
en permutant de toutes les manières possibles leurs 
coefliciens 1, «æ&, «?, «$, «4, ou enfin, comme 1 = æ«°, 
en permutant éntentent lès cinq exposans 


Q ;, 1, Vie Tr 


dont la: lettre æ est successivement affectée. 

Par chacune de ces opérations on trouvera les mêmes 
valeurs au nombre de 1.2.3.4.5 — 120 (Elém., 159); 
mais ces valeurs peuvent se partager en groupes, ayant 
des relations qui en facilitent la recherche, ainsi qu'on 
va le voir. à 

Posons premièrement l'équation ? 

fa + ax" À x" xt L alfa, 
et multiplions successivement ses deux membres par 
a, æ?, a, at, en observant que aÿ**— a" (16); nous 
aurons , en y comprenant la première valeur ci-dessus, 
un groupe composé des cinq permutations suivantes : 


« 


: 


f— x + ax" À 4227 HE TN ad, 
at — ox + ax" + ax" LE éme x, 
et = &x Æ x" Æ atx" EE LUE ax", 
Ù — fx" Æ aix" Æ x" He ax" Æ x", 
if = aff Æ, à" + ax" Æ ex He mais 


et par quelque puissance de « qu'on multiplie l’une 
quelconque de ces équations , on n'en: saurait mn | 
duire de nouvelles. 

Il est facile d'apercevoir que les exposans 0, 1, 2,6, 
4 de la lettre « , quoiqu ayant changé de: place, ont 
toujours conservé dans leur succession le même ordre 
(si l'on regarde la dernière place comme contiguë à le 
première), et que, d’après ce caractère qui lie toutes 
cés permutations entre elles, chacun des exposans'a 
occupé successivement toutes les places. 
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Celarposé , si l'on met à part, dans l'ensemble des 120 


_ permutations, tontes celles: où «°=1 occupe la première 


place, et qui, différant par les arrangemens qu’on peut 


2 


j 


faire. des quatre autres éxposans, sont au nombre de 
1.2.9.4 —=24,, chacune de ces permutations:, par là 
suite. de multiplications indiquées ci-dessus , former 
un groupe de cinq permutations.toutes différentesentre 
elles, dans chaque groupe, et d’un groupe. à l’autre, 


| Puisque, dans ce dernier cas, l'ordre général de succes- 


sion dés exposans sera interverti par le dérangement 
opéré dans celui des quatre derniers. 

Si donc on désigne.par #’, £", #7.. ., 109 Jes 24,per- 
mutations où «° occupe la première place , les valeurs 
des 120 permutations seront comprises dans 24. groupes, 
savoir, le précédent et ceux que donneraient Eu 


ED ES de même, l'équation de laquelle dépend la 








fonction. cherchée se partagera en 24 produits. com- 


posés chacun devcinq facteurs de la forme 


Gb) (bat): (bat) (tar) Get) = rs, 


_etne contiendra par conséquent que des puissances de 
4, dont l'exposant sera multiple de 5, ce qu'on peut 


voir aussi en observant qu’elle doit rester la même lors- 
qu'à la place de + on y substitue 4, valeur telle 
que (af) =45. Faisant donc #— 0, l'équation en 8 


, neseraplus que du degré: 19: 944% 94, 


Cette dernière: équation peut elle = même se dé. 
composer en six facteurs qui dépendent: de nouveaux! 


| groupes de permutations qu’on formera de la manièré 


suivante, dans les 24 permutations où «° occupe la 


«première place. En: laissant de côté ce terme , Si dans 


les. quatre. qui restent on remplace « successivement 
par chacune des autres racines imaginaires de l'équation 
Y°— 1, ce qui.revient à changer « en.*, ÿ, & (16), 
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en ayant soin de réduire tous les exposans de æ& lors- 
qu'ils surpassent 5 , on obtiendra les quatre permuta-! 
tions suivantes : se tt 


ax! + ax" + ia + ete, sn SN 4, 
x" it @fx Æ x LE ax", où SACS; 
ax" + ax" fx D x", ie AUS LE av 
Mix HO xt LE x HR ax, 24019, 4. 


si l’on n’écrit que les exposans de «. 

Traitant de même toutes les permutations des quatre 
exposans 1,2,8, 4, où 1 est à la première place, 
et qui, ne différant que par l’arrangement des trois 
autres, sont au nombre de 1.2.3 — 6, on formera 
cinq nouveaux groupes composés chacun de quatre 
permutations , toutes différentes entre elles, et d’un” 
groupe à l’autre , parce qu'en plaçant ces groupes à 
côté les uns des autres à la suite du précédent , on 
aura , sur la première ligne , l’exposant 1 accolé aux 6 
arrangemens qu'on peut faire des nombres 2, 5, 4; sur 
deuxième ligne, 2 accolé aux 6 arrangemens qu’on 
peut faire des nombres 4, 1, 8, et ainsi de suite, ce 
qui n'offre aucune répétition. 

Désignant donc par 0”, 6”, 6!" les trois quantités dé- 
rivées de 

= (a + ax" + 0x" + er ER fx), 

en y changeant successivement + en «°, a, æf, on aura 
pour déterminer les quatre valeurs de fl comprises dans 
le premier groupe indiqué ci-dessus , l’équation je 


quatrième, degré 

(B— 6") (B—6") (8— 67) (8 —6)=0, 
dont les coeficiens , fonctions symétriques des quan- 
tités 6°, 0", 8°, 6%, étant rapportés aux racines x’, 
x", etc., de l’équation proposée, n'auront qu'un nom- 
bre de valeurs égal à celui des groupes. 
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En effet, parmi les vingt-quatre permutations dont 
ces racines sont susceptibles dans l'expression de 8, 
celles qui n'opéreraient que des échanges entre les va- 
leurs dé 0 appartenantes au même groupe, ne produi- 
raient aucun changement dans les fonctions symétriques 
de ces quantités. Quant aux autres permutations , “elles 
ne feraient qu’échanger les groupes entre eux; car une 
valeur de 8 appartenante à un groupe quelconque , ne 
peut devenir celle d’un autre, sans que toutes les valeurs 
composant le premier ne deviennent celles du second, 
puisque les valeurs d’un même groupe se déduisent 


toutes de l’une quelconque d’entre elles par le change- 
ment de & en 4°, «3 et af. 


Spient donne 7 cu uTu foitcctffitens de 
la même puissance de 8, dans les équations du qua- 
trième degré qu’on tirerait des six groupes de va- 
leurs dont il est susceptible ; ces coefficiens ne pou- 
vant tout au plus que s’échanger entre eux dans les 
diverses permutations des racines 2. etc, l'équa- 

| tion du sixième degré 


CRATONT — T')..,(T 7) = 0 


où 7’ désigne l’inconnue, et qui ne comprend que des 
fonctions symétriques des 7’ accentués, demeure tou- 
jours la même, et peut ainsi se former rationnellement 
par les coefficiens de l’équation proposée. 

Quand l’un quelconque des coefficiens de l'équation 
du quatrième degré en 8, que je représenterai par 


88 — TO LL DO — etc. — 0 « 


est connu , on peut obtenir tous les. autres, en obser- 
vant que cette équation doit être un diviseur de celle 
_ qu'on fommerait avec les vingt-quatre valeurs de 6, com- 
binées toutes ensemble , et dont les coefliciens ; néces- 


Compl. des Elém. d'Al. À 
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sairemerit fonctions symétriques des racines x", x", etc., 
s’exprimeraient par ceux de la proposée. Pour cela, il 
suffit de diviser la dernière équation en 6, par celle du 
quatrième degré, et d'égaler séparément à Zéro les 
quatre termes du réste de la division (Élém., 210) : on 
formeta éntre 7, U, etc., des équations au moyen 
desquelles on pourra déterminer trois de ces coefliciens, 
‘en fonctions rationnelles de celui qui reste, de 7”, par 
exemple. L'équation finale que l'élimination des autres 
fournirait, serait nécessairement vériliée par la valeur 
de T° trouvée immédiatement. | 
5 

La détermination de la fonction #—y#, dépend 
done, en dernière analyse, de la résolution d'une équa- 
tion du sixième degré en '#, suivie de celle d’une équa- 
tion du quatrième degré en 8. Tel est l’état le plus 
simple auquel on ait pu jusqu'ici ramener la résolution 
de l'équation générale du cinquième degré. 


93. Il est bien aisé d'étendre a degré dont l'expo: 
sant est un rombre premier quelconque m , Ce qui 
vient d’être indiqué pour l'exposant 5. Avec l'expression 

de d'air". el TAC), 


on formera, premièrement, le groupe des m valeurs 
’ w ' PAF 5 


et il y aura autant de ces groupes qu'il y a de manières 
d'arranger les m—1 exposans 1,2, 9,.. .m—1,c'est- 
à-dire 1.2.3.....(m—1); cenombre sera donc l'ex- 
posant de l'équation finale en 0 = {". | 
Ensuite, dans les premières valeurs de Chacun de ces 

groupes ; désignées par , t", t", etc., changeant « en 
d, ,.... u%T!, on partagerd lès 1:2:8...."(m—1) 
valeurs de 8 en autant de groupes composés de m—1 
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valeurs conjuguées, qu'il y a de manières d’arranger les 
mn—92 exposaus 2, 3,...m-—1, C'est-à-dire 1.2.9... (m—2): 
ainsi les coelliciens de l’équation ayant Pour racines les 
m—1 valeurs comprises dans un même groupe , n’au- 
rontque 1.2.5....,(m—9) valeurs différentes ; d'où 
il suit que la résolution de l'équation proposée du degré 
m ne dépend que de celle de deux équations , l’une du 
degré 1.2.8.,.(m—9), et l’autre du degré m—1. 


24. La formation immédiate des coefficiens de ces 
équations, par le développement des fonctions des ra- 
cines de l'équation proposée , est à peu près impratica- 
ble dès le cinquième degré; et Lagrange n’a pas en- 
trepris de l’achever, malgré qu’il en ait simplifié le 
travail par quelques artifices dont Je vais donner une 
idée, parce qu'il se présentera une occasion de les ap- 
pliquer dans la suite de cet ouvrage, 

La première chose à faire , c’est le développement de 
l'expression 

= {x +ax" + ax, Là Te uuiir, 
Il est évident qu’étant ordonné par rapport aux puis- 


Q Ê ( 
sances de #, qu'on peut toujours abaisser au- dessous 
de l'exposant m, il sera de la forme 


D'ER £ TN a£ rl ae: “al + ami PTE + 

les lettres #, #, £", etc. , désignant des fonctions des ra- 
cines de la proposée, susceptibles d'autant de valeurs 
que Ÿ”, et ne changeant que par les permutations qui le 
font changer. | 

Si d'abord on pose 4 — 1, et qu'on indique par 8° la 
valeur que prend alors &°, on aura, par l'expression ci- 
dessus, 
C—EHE LE... Em), 


| L À 
mais la valeur de # ou #", en x, x”,"etc., devenant, 


Fe 


EE  , — 


LIBRARY 
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dans la même circonstance, 


{x +z'+x"....+amin, 
se réduit à Ja puissance m de la somme des racines de 
l'équation proposée : désignant donc par 4 cette sommes 
que le coefficient du second terme fait connaïtre , on, 
‘aura * | 


AM — EHELE".... HET); 
&— An EE". Em, 


et par conséquent, 


D An (a JE (DE T) ECM, 
“Les valeurs de #”, 8”,...0@m—"), se déduiront de l'ex: 
pression HEAR par ‘à seul Ca bpelient de « en «*, 
MEN A : 
On pourra employer à la formation des cocfliciens 
de l'équation 


Or TONI LE UOMS — etc. = 0 , 
qui renferme un groupe de valeurs de 8 ,, le procédé 
du n° 9; mais on facilitera le calcul des sommes des 
puissances semblables de 8°, 6”, etc., par le déve- 
Joppement de 


Pr — (Ha + as"... + amine i)ye, 
qui donnera un résultat de la forme 

fre És + dr has", + ane FANS ; 
Jindice n , placé au bas des lettres £, marquant la 
puissance de 8", à laquelle ces coelliciens se rapportent, 
et comme 0°?, gun. etc., se déduisent de la Déni | 
en substituant &°, «5,.,.a"71, au lieu de &, On aura 
LD On LOL En ete, 00 

(m — 1) Ë£n + (ce He tes. Her), 
+ (a. + cf, ONCE 


d'où 


m1) - 
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expression où les multiplicateurs de &'n, £a, etc., ne 
différeront entre eux que par l'arrangement des termes 
(16). Or, par le n° cité, on a 

abat La Ha ir ; 
donc ; 
S—=(m—1) En — En En — En — eto. 
= MËn— (En + En + Ên + etc.) ; 
mais la quantité comprise dans la parenthèse étant ce 
que devient 8" lorsque «—1, sera égale à 4"” : donc enfin 
SP ME — Are, | 
En faisant n — 1,2, 3,...m— 1 dans cette formule, 
qui ne contient que le premier terme de #”, on formera 
toutes les quantités nécessaires à la détermination des 
coefliciens 7, U, etc., de l'équation en 8. x 
25. Il nous reste maintenant à faire voir.comment 
les racines de l'équation proposée se déduisent des va- 
leurs de la fonction 68. Pour plus de simplicité, nous re- 
AL ici par &, 8, y, à les racines de l'équa- 
tion ÿ—1=0, différerités de l’unité; car nous -fous 
bornerons au cas où m = 5. En an GE successive- 
ment chacune de ces racines dans l'expression de #, nous 
formerons les quatre équations 


RU NS ts (4 2 3 ! QE 
Vr ET ax + dx Soie, 

m1. (E #l j. 40 43 gi À 
ve 2 arf A Re 0 te ag a 
x + vx vx" hp oies 

IV SAR # 2 ft! dire 

Ve — 2 + dr” Ho da" LE init D J'ixy, 

auxquelles joignant l'équation 
A — x + x" ie he x" + a 

nous ‘en aurons le nombre nécessaire pour déterminer 
tôutes les inconnues. 


rs 
] 
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Si l’on ajoute d’abord toutes ces équations, en obser- 
vant que @% + 8% + y 9% 1 —o, tant que n n'est 
pas divisible par 5 (15), on aura 


ar dit PSE Gr DURE 
VEHVE + VE + VE + 4= 6x; 
multipliant ensuite les quatre premières respectivement 


par a{, 84, y4, d'f, avant de les ajouter à la dernière , il 
ne restera dans la somme que l’inconnue x”, et l’on aura 


15 YA A Be 
aiy/B + BYE HAVE" + 4/6 HE 4 — 5x". 


On obtiendra des résultats analogues par rapport 
aux trois autres raciries, x”, x", x", en prenant suc- 
cessivement pour facteur de chacune des quatre pre- 
mières équations, une puissance des racines æ, L, y, à, 
telle, que l’inconnue cherchée soit multipliée par la 
5° puissance de ces racines ; et il est facile de voir 
que ce procédé est général (*). 


26. Passons maintenant au cas où l’exposant m de 
l'équation à résoudre est un nombre composé, dont les 
facteurs premiers sont n et p. En n’employant dans la. 
fonction 


x +ax "Her"... + em), 


que les racines de l'équation y*—1=0 (17), les puis- 
sances de # se répètent de z en n ; rassemblant tous les 
termes qui sont multipliés par la même, on a 








5 
(*) Lagrange représente 4 par f/80, parce que faire &æ = 1, 
c’est la même chose que de substituer «° au lieu de &, et qu’on peut 
par conséquent regarder l'expression de 45 comme dérivée de celle, 
de 8’, en y changeant « en 4°, et substituant un ° à l'accent" (24). 
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VU (ai + 20) + a0M) LE etc), 
+ à (x" + xt) D xOr+2) E etc), 
+ a (x” L x (rt) +- xCr+5) + etc), 
+ etc., 


. expression de la forme 
É—X' + aX" Ha x"... HarTiXO), 


Regardant alors les quantités X”, X”, X°,...XC9 comme 
les racines d’une équation du degré n, on pourra appli- 
_ quer à la nouvelle expression de t” les raisonnemens des 
n° 29 et 24; on fera f’ — 4"; on aura en conséquence 
9° — Ë + C4 + ae". + ati ER 

expression dans laquelle les fonctions D A A A EICe » 
se comporteront comme x’, x”, x”, etc., dans celle du 
n° 22, en sorte que lenombre n'étant supposé premier, on 
partagera € encore les valeurs de # en groupes qui en con- 
tiendront 7—1, données par une équation dont les coef- 
 ficiens dépendront d'équations des degrés 1.2.3...(n—), 
ayant pour coefliciens des fonctions AREA de X”, 
X',etc. 

Ces dernières dépendront à leur tour d'équations qui 
se formeront en effectuant entre x’, x" .... 20"), toutes 
lès permutations par lesquelles les fonctions X”, 
X", étc., changent de valeurs, permutations dont le 
nombre se réduit beaucoup , à cause que les racines 
x', æ', etc., sy trouvent sans coefliciens. En elfet , 
d'après sa composition , 

X'— x" + arr). È + a tm—n+1) 
ne saurait changer de valeur par toutes les permutations 
u’on ferait entre les p racines dont il est formé ; il ne 
faudra donc avoir égard qu'aux combinaisons différentes 
que donnent les m racines x”, x”, x"... prises en nom- 
bre p; et comme toutes ces racines doivent se partager 
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entre les n fonctions X’, X",..,XC), il y aura autant 
de valeurs de toutes ces fonctions qu'il y aura de ma- 
nières de partager m racines en groupes qui en ren- 
ferment chacun un nombre p. 

Or, 1°, un groupe quelconque pourra se former de 


m(m—1)...(m—p +31) 
LF9 7e ÉLIRE 


manières, Ce qui revient à 
| 0104.70 
1:2.3,..(m—p).1.2.9.-05 pl 


er ajoutant en même temps au numérateur et au déno- 
minateur les nombres consécutifs depuis 1 jusqu’à m—p 
inclusivement, 

2°, Quand on aura choisi pour X’ l’une de ces combi- 
naisons, la deuxième fonction, X”, se formera d’autant 
de manières que les m—p racines restantes, prises en 
nombre p, fourniront de combinaisons diverses , c'est- 
à-dire de 

: 1.2.5...(m—p) 

1:2.34,.(m-—92p).1.2 00040p 


manières; et chacune de ces combinaisons pouvant ré- 
pondre à chacune des précédentes, le système des fonc- 
tions X”, X” pourra se former d'autant de manières que 
l'indique le produit des deux nombres que je viens de 
trouver, et qui se réduitàa 


Cre 295 CUVE 


2,8 ...(m—p).(G.2.940 pp}. 


en supprimant les facteurs 1.2.3. ..(m—p) communs 
au numérateur et au dénominateur, En opérant ainsi 
n —1 fois, c'est-à-dire jusqu’à ce qu'il ne reste que p 
racines pour former la dernière fonction, XC, on trou- 
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vera que le nombre de manières dont on peut former 
simultanément, avec les racines x’, x", .. ..x(*), l’en- 
semble des fonctions X”, X”,..  X0), est exprimé par 


2.0: ;1m 


1.2.3...[m—(i—1)p) (1.2.3...p)}" 

_101.9:9...m 

Man :3p)7 
puisque de m — np, il suit m— (n —1)p—=p. Mais si 
l'on regarde les valeurs des fonctions X”, X”,... AC), 
comme les racines d’une seule équation dont l’inconnue 
serait X , les coefficiens de cette équation étant tous des 
fonctions symétriques de ses racines, conserveront la 
même valeur dans-toutes les combinaisons de x’,x”,.. 
qui ne feraient qu'échanger entre elles les valeurs de 
X', X", etc. , c’est-à-dire permuter ces fonctions ; et 
comme leur nombre est n, celui de leurs arrangemens 
1.2.3...n, il faudra donc diviser par ce dernier celui 
qui a été trouvé plus haut, et onobtiendra 


1.9, 004 00) 


CRT ARC Le PR 7 à 


pour le nombre de valeurs différentes que prendront les 
coeffliciens de l'équation en X, par les permutations des 
m racines x’, x’, etc. , de la proposée. 

Or, les coefliciens de l'équation en #, exprimés par 
"les fonctions X”°, X”, etc., dépendant immédiatement 
d’une équation an degré 1.2.3...(7— 2), dépendront 
d’une équation du doré: 

Vo» PERL 
1.2.3.:.n.(149.8::.p}" ss: GTA 

à 4 1.2:97%:7m0 | | 


Lb(n—1)n(1:2:3.Mnie 


lorsqu'on les rapportera aux racines x’, x”, etc. 
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27. Quand les valeurs de 8 sont obtenues, on forme 
celles des AE Le X”, X",...X0), comme on a formé 
celles de x’, x”, etc., dans le n° 95, maïs en substi- 
tuarit aux PRuLS imaginaires de y" — 1 — 0 celles de 
y*—1—=0o. 

Pour parvenir ensuite aux valeurs des.racines de l’é- 
quation proposée , il faut chercher les. coefficiens du 
facteur formé des p racines comprises. dans le même 
groupe, et dont X’ donnera la somme. Ce. facteur. sera 
par conséquent de la forme 


TP — X'APTI EL AP paiPs L etc. —=O; 


et les conditions qu’il doit remplir pour diviser exacte- 
ment l’équation proposée (-Elém., 2r0) détermineront 
les coefliciens inconnus. à, #, etc., en fonctions. ration 
nelles de X”. 

Ilsuit donc de ce qui. ner que la résolution d'une 
équation générale du degré m=—np, dépend, en der- . 
nière analyse , de deux équations, l’une du degré 


11013: t2 
(n—1)n (1.2.3... à ol 


et l’antre du degré p, ce qui est plus simple que lorsque 
m est un nombre premier. 

Quand m—6, on peut prendre n—=2, p=3la 
première de ces Fée devient du dégré 


et l’autre du 3°. Suivant les formules du n° 23, les 
équations auxiliaires se seraient élevées, lune au de- 
gré 1.2.3.4 — 24°, l'autre au E°. 

Il est bon de remarquer que l'équation du degré p 
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étant un facteur de la proposée, celle-ci se décompose 
en n facteurs, au moyen de n valeurs de la fonction X’. 

28. Si lés fonctions de la forme de #, dépendant 
l'équations plus difficiles à résoudre que la proposée, 
dès qu elle passe le quatrième degré , ne peuvent con- 


duire à la résolution des équations g générales d’un degré 


quelconque, il ne paraît pas qu'on puisse attendre 
plus de succès d’aucune autre fonction des racines, ni 
d'aucune autre méthode. Le principe de celle-ci ne pour- 
rait différer qu'en apparence de celui de la méthode 
précédente; et ,:suivant la marche de l’Algèbre, la ré- 
solution d'une équation générale doit renfermer toutes 
ses racines dans une seule expression , puisqu'il n’y à 
pas de raison pour obtenir une certaine racine plutôt 
que toute autre. Cette loi se vérifie, en effet, sur les ex- 
pressions obtenues précédemment ; toutes les racines de 
l'équation proposée dérivent d’une seule, par l'échange 
des diverses racines de l’unité entre elles. 

Pour le second degré, par exetnple s l'expression des 
racines étant 


y b+V/(a—b} 
en pu ep 


se change en a ou en à, selon qu’on prend le radical 
avec le signe + ou le signe —. 

Il est facile de voir aussi que les expressions des ra- 
cines de l'équation du cinquième degré , obtenues dans 
le n° 25, sont comprises dans la formule suivante, 


LR 2 2 DE nv 
+ « V GE au BE pa dx) 
+ 8 Gene |, 
LACET TETE Er) 


ON] = 
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car les quantités écrites sous les radicaux deviennent 

identiques avec 6’, 6", 6", 8%, lorsqu'on remplace 8, 

y; ® par leurs valeurs respectives «°, «?, af; et prenant 
ensuite pour n les nombres depuis 5 j re 1, On re= 
tombe sur les expressions du n° cité, C’est le changement 
que subit l'exposant n, qui indique ici la multiplicité 
des valeurs dont les Etre sont susceptibles, puisque 
cela revient à mettre pour # ses diverses valeurs. 

Vandermonde ( Mém. de l' Acad. de Paris, 1771), 
qui a le premier donné à cette remarque toute l'étendue 
dont elle est susceptible, a conçu que le problème de la 
résolution des équations générales consistait & former, 
avec les diverses racines de l'unité ( qui servent à ca- 
ractériser la multiplicité des valeurs d’un radical quel- 
conque ) et avec les racines de l'équation proposée, 
une fonction qui pût devenir successivement égale à 
chacune de ces dernières. C’est à ce point qu'on doit 
arriver par toutes les méthodes ; car quelle que soit 
Fa composition du résultat, en y remplaçant les coeffi- 
ciens de l’équalion proposée par leurs expressions con= 
nues, on le changera toujours en une fonction des racines, 
fonction qu’il faudra déterminer, soit immédiatément, 
soit en la faisant dépendre d’autres fonctions. C’est aussi 
ce que Lagrange prouvait en même temps par l'examen 
des diverses méthodes proposées antérieurement pour 
résoudre les équations Jittérales ( Mém. de l'Acad. den 
Berlin, année 1770); et dont nous donnerons une idée 
male dans la suite. 

D'après ces principes, le point fondamental de laques- 
tion était la découverte d’une fonction non symétrique ! 
établissant entre les racines de l'équation proposée une 
relation différente de celles qu'exprimé la composition 
des coefliciens, et qui dépendit d’une équation plus facile 
à résoudre que La proposée. Lagrange, à la fin de son 
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beau travail, ne put donner que des vues générales pour 
déterminer a priori le degré de l'équation d’où doit dé- 
pendreune fonction desracines dont la composition est 
connue. En poursuivant ces vues, M. Paolo Ruffini a 
prouvé qu'avec cinq lettrés on ne pouvait déjà plus 
former des fonctions non symétriques qui n’eussent 
que quatre valeurs (Mémoires de la Société Italienne, 

tom. XII , et T'heoria generale delle equazioni); et 
M. Cauchy ( dans le 17° cahier du Journal de l'Ecole 
Polytechnique, p. 9) a démontré ce beau théorème : Le 
nombre des valeurs différentes d'une fonction non symé- 
iriques de n quantités, ne peut s’abaisser au-dessous du 
plus grand nombre premier p contenu.dans n , sans de- 
venir égal à 2. C’est ainsi qu'on a pu former des fonctions 
de trois lettres qui n eussent que deux valeurs (19), et des 
fonctions de quatre lettres qui n’en eussent que trois (20); 
.mais celles de cinq et de six lettres, qui doivent ad- 
mettre plus de deux valeurs, n'en ftp ayoir moins 
de cinq. Telle est la vraie difficulté de la résolution des 
équations générales. M. Paolo Ruffini, qui, dès 1798, 
avait entrepris de prouver qu'elle était Rental a 
reproduit et perfectionné ses raisonnemens dans ses Ri- 
_flessiont interno alla soluzione delle equazion: alxe- 
braiche generale (Modena, 1813) , et dans le +. XVII 
des Mém. de la Société italienne. Mais s'il faut renoncer 
à obtenir, par un nombre limité d'opérations algébri- 
ques généralement indiquées, les racines d’une équation 
quelconque au moyen dé ses coefliciens , on doit y avoir 
d'autant moins de regret, que la forme de ces expressions 
en rend l'application numérique toujours très longue et 
_ quelquefois impossible , âinsi qu’on va le voir (*). 





(*) L'emploi des permutations n’est pas seulement wtile pour 
résoudre les équations des degrés supérieurs au premier ; il s’offre 
. Aussi dans la recherche des valeurs des. inconnues déterminées par 
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Observations sur les expressions des racines des 
équations du troisième et du quatrième degré. 


29. Lorsque l’équation du troisième degré est de la 
forme x? + px + q = 0, c’est-à-dire que le coefficient 
p est positif, des trois racines qu’elle comporte , deux 
sont imaginaires, une seule est réelle (19); mais si p 
est négatif, ou qu'on ait 

a —pr+q—0, | 

le radical quarré V2 p° + 1 q°, qui entre dans l’expres- 
sion des trois racines , se changeant en V—2p +20, 
devient imaginaire , si --p° surpasse +q*. Toutes les ra- 
cines sont alors affectées d'imaginaires , et paraissent 
par conséquent telles. Cependant on a vu (Ælém. , 213) 
que toute équation de degré impair avait nécessairement 
une racine réelle ; il y a donc, dans ce cas, une con- 
tradiction au moins apparente, et qu'il faut lever. 

Cette contradiction tient à ce que l’on aurait tort'de 
prononcer qu'une expression composée, renfermant des 
imaginaires , est imaginaire, à moins Qu'on n’ait prouvé 
qu’elle les conserve lorsqu'elle est développée. La 
Formule 








3 3 
| ANT DURS NE FLVa + R EE — 
DEV GE PE gg 


LA 











les équations générales du premier degré. M. Laplace avait mon- 
tré par ce moyen, dès 1772 ( Mém. de l’Acad.des Sciences), 

quelques-unes des propriétés des fonctions qui entrent dans ces va= 
: leurs. Vandermonde, en les trouvant de son côté , introduisit dans 
le calcul une notation bien ingénieuse , et qui pourrait devenir fort 
utile. Monge donna ensuite ( Journal de l'École Polytech« 
nique, 15e cahier) une interprétation géométrique très curieuse 

“es fonctions dont il s’agit. Enfin, elles ont fourni, à MM. J. Binet 

-t Cauchy, le sujet de deux beaux Mémoires. ( Journal de l'École 

Polytechnique, 16e et 17€ cahiers.) 
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peut s’écrire ainsi, 
ein PUR PDO FPE OP 

x —=WVa + bV/—1 + Va — DV —1 ; 

si l’on fait, pour abréger , 
—ig—=es pp —iq —b; 

et s'ilarrivait que les quantités a4-bÿ/—1 eta—b4/—1 
fussent des cubes parfaits de la forme 

(4+8 V—1} et (4— By —1}, 
Æ et B étant des quantités réelles, on aurait alors 

T=A+BV—i+A—BW—i—04, 
valeur réelle. 

Si l’on avait, par exemple, 


FRE LT CR 3 
V2+iiV—i + Va — 11W— 015 

ou s’assurerait, par l'élévation au cube, que 
if PE APE PP 2 AS D 

LT PE NNEN 

33 2 2 

Va — ]1 V/—1 — 2 VTT, 
et on trouverait 4 pour la somme des detix radicaux. 

Les premiers analystes qui s’occupèrent de la réso- 

lation des équations des degrés supérieurs , après avoir 
remarqué l'espèce de paradoxe développé ci- dessus, 
parvinrent, en effet, à tirer de l'expression même de Ja 
première racine un résultat délivré des imaginaires , 


lorsque les quantités comprises sous les radicaux cubi- 
ques étaient des cubes parfaits, 





$0. « C’est de cette manière, dit Lagrange (*), que 
| RE RE EE DEEE EDR CREER A EIRE EG 
(*) Séances des Ecoles Normales (lecons , t. IIL, pag. 295, 


première édition ) , Journal de l'Ecole Polytechnique (7° et 8e 
| cahiers, pag. 226), 


| 
| 
| 
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» Bombelli s’est convaincu de la réalité de l'expression 
» imaginaire de Ja formule du cas irréductible ( c'est le 
» nom qu’on donne à celui dontil s’agit ici) ; mais cette 
» extraction n'étant possible en général que par les 
» séries, l’on ne peut parvenir de cette manière à une 
» démonstration générale et directe de la proposition 
» dont il s’agit. 

» Il n’en est pas de même des radicaux quarrés et de 
» tous ceux dont l’exposant est une puissance de 2. En 
» effet, si l’on a la quantité 


Va + 'bV/ —41 4 Vas enre 
» composée de deux radicaux imaginaires , son quarré 
» sera 


oa+oVa +, 
» quantité nécessairement positive : donc, en extrayant 
» la racine quarrée , on aura 

V/2a +oV/a +b? 
» pour la valeur réelle de la quantité proposée. Mais si, 
» au lieu Ge la somme, on avait la différence des mêmes 


» radicaux, alors son quarré serait 2a—924/ a+ b?, 
» quantité nécessairement négative; et tirant la racine, 
» on aurait l'expression imaginaire simple, 


/0a — 9 V/a° re 


».Si l'on avait la quantité 


VER by + Ve 
» on l’éleverait d'abord au quarré, ce qu donnerait 
Va be +- Va=Pyes HIVER TT Da Des a 
Voa + 2V/a + LE +oÿ/a + + b?; 
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» quantité réelle et positive; on aura donc aussi, en 
» extrayant la racine quarrée , une valeur réelle de la 
» quantité proposée, et ainsi de suite. Mais si l’on vou- 
» lait appliquer cette méthode aux radicaux cubiques, 
» on retomberait dans une équation du troisième de- 
» gré, dans le cas irréductible (*). 

» Soit, en effet, 


il AR ae aa de 7 à ENT TE 
VRP TE Va it 
» en élevant d'abord au cube , on aura 
5 REED, y En 19 —————_———— — 
2a+3 Va Hp (V/a+ V—1+V/a—b VER 1) = x, 
» savoir : ‘ 
3 " 
| 2a + 3x V a + — »3, 
» ou bien, | 


3 
x — 3xV//& +b—92a—0, 


(*) Les formules rapportées ci-dessus ne sont plus exactes quand 
a est négatif; cela: s’aperçoit tout de suite en y faisant b—0, et 
changeant le signe de a; car il vient alors 


LR NES FAGOR < CUR 
D AL 2 EU VA si V/—a—a re, 
ét 
Aix a +oVa eV 2a + aa: —0, 
résultats qui ne s’accordent point. 
En général, 
AL E 471500 2 ART LE T Tee 
= Vi (Va Vi +Varivs) 
= V1 V/2a +2Va+8:. 


Nous n’irons pas plus loin, n’ayant pour but que d'indiquer la 
festriction qu'il faut mettre à ces formules. 


Comp. des Elém. d Alg. 5 
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pu 


LL 


2 


ET 
+ 


3 


»] 


? 


— 


S'S- Ss 
td ARR 


5 


3» 


formule générale du cas irréductible , puisque 
* REG) 
2 (20) +2 (— 54 a + DEP = = b?, 
Si b=0o, on aura 
su 
Æ = 2 V/a ; 
il faudra donc prouver que b ayant une valeur quel- 


conque réelle, x aura aussi une valeur correspon- 
dante réelle. Or l'équation précédente donne 





+ | 
et éleyant au cube, on trouve 


LI == Fax + 19a°x$ — 8a 
27x° 





p) 


a +b= 
d'où 

pa LU ART 6ax5 — 1ba°x$ — 8a 

Eu 272% ’ 


équation qu’on peut mettre sous cette: forme, 


nu (2° — 8a) (x? ka) 


279 k 


ou bien sous celle-ci, 


bi LS (x* + a} 
2 
» Cette dernière forme fait voir que b est nul, lorsque 
x° — 8a, qu'ensuite b augmentera toujours sans in- 
terruption , lorsque x augmentera ;, car le facteur 
(xŸ+ a)° augmentera toujours, et l'autre facteur 
augmentera aussi, parce que le dénominateur x° aug- 
84. . 


mentant, la partie négative is qui est d'abord — te 


) 
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deviendfa toujours moindre que 1. Ainsi, en faisant 
augmenter par degrés insensibles la valeur dé +3 de: 
puis 8a jusqu'à l'infini, la valeur de 62 augmenterà 


aussi par degrés insensibles et correspondans, depuis 


zéro jusqu’à l'infini. Donc, réciproquement. à chaque 
valeur de D?, depuis zéro jusqu'à l'infini, il répondra 
une yäleur de x° comprise entre 8a et l'infini; et 
comme cela a lieus quelle que soit la valeur de &, on 
en péut conclure légitimement que, quelles que soient 
les valeurs de a et de B, la valeur correspondante de 
x’; et par conséquent aussi de x, sera toujours réelle. 
Mais comment assigner cette valeur? Ilne paraît pas 
qu'elle puisse être représentée autrément que par 
l’expression imaginaire, ou par une expression en 


\série , qui en est le développement (que je ferai côn- 


naître par la suite) ; aussi doit-on regarder ces sortes 
d'expressions imaginaires , qui répondent à des quan- 
ütés réelles, comme faisant une nouvelle classe d’ex- 
pressions algébriques, qui, quoiqu’elles n'aient pas, 
comme les autres expressions, l’ayantage de pouvoir 
être évaluées en nombre dans l’état où elles sont ont. 
néanmoins celui qui est lé seul nécessaire dans les 
opérations algébriques, dé pouvoir être employées 
dans ces opérations comme äi elles ne contenaient 
point d'imaginaires (*}. » 


Cest l'impossibilité de réduire sou uge forme en 


même temps réelle et composée d’un nombre limité 
de termes algébriques , lès racines d’une équation du 
troisième degré, quand :-p5. est négatif, et surpasse 


Le le "ES 1} e (} ÿ1 


l'Algèbré à là Géométrie, 


(*) On emploie ces expressions avec succès dans l’application de 


par rapport à la division des angles. Cette 


théorie se trouve développée däns Plütrodnction dé mèn Traité dun 
Calcul différentiel et du Calcul intégral. 


a PE 
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3 g°, qui a fait donner à cette circonstance le nom de 
cas irréduchble; l'expression dela première racine n'est 
alors qu'un cas particulier de celle-ci : 


nt ñ 
Va+oV—i+ Va—by—i) 

qui appartient aussi , comme nous le verrons dans la 

suite, à une quantité réelle, mais inassignable algébri- 

quement et d’une manière finie, par tous les moyens 

connus jusqu'ici, quand n n’est pas une puissance de 2. 


31. Non-seulement dans le cas irréductible, la pre- 
mière racine est réelle, mais les deux dernières , qui sont 
imaginaires dans tous les autres cas, deviennent réelles 
dans celui-ci. On peut d’abord le voir immédiatement 
lorsque les quantités a + bW/—1 et a — bÿ/—ù sont 
des. cubes parfaits ; car en substituant leurs racines 
AH BW et A— BY —1, à la place des radicaux: 
cubes, dans la deuxième et la troisième racines (19), 
eteffectuant les multiplications, conformément au n° 192 
des Élémens, on trouve 


(RES or V TH (Ca EVER =) ; 


—œ— A BV3, 
(ESS “kate LES HS 
PET 


32. On peut, sans le secours de l'extraction des ra- 
cines, démontrer que lorsque les trois racines de l’équa- 
tion xŸ + px + g — o sont réelles, pest négatif, qu’on 
a ci Gb NE 2 p° > :q°, et que, réciproquement, 
lorsque ;° p° shrpasse + q°, les trois racines sont réelles. 
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En effet, soit a une racine réelle de l'équation 
x Lpr+#+9g—o, on aura … . 
a +pa+q—0o, 
dou! qQ=—@—pa, L 
‘et par conséquent, 
= Lp(x — a) =0o; 
divisant alors par x — a ; on obtiendra l'équation 
| Hart a+kp—o; 
dans laquelle sont renfermées les deux autres racines de 
la proposée, et dont on tire 
z=—1aty 3 ep. 

On voit d'abord, à l'inspection de ce résultat, que 
les racines qu'il fournit ne pourront être réelles, à 
moins que p ne soit négatif, et qu'en même temps, il 
égale ou surpasse © a°. 

En changeant donc le signe de p, on aura 

x—px+q—=0o, &—pa+kq—=o; 
et faisant p—$ a+ d, les trois racines seront: 
y a, —}a+Vd,—ja-Vd: 
puis mettant pour p sa valeur dans l'équation... ... 
@-—pa + q —=0o, on trouvera 
Pour comparer cétte valeur de q à celle de p:, sans con- 
naître celle de &, il fäut élever p au cube et q au 


quarré, afin que la plus haute puissance de a soit la. 
même dans les deux résultats ; il viendra ainsi 


p° ss = af -L + aid + 2 ad + à, 
q° Fa — Fald + a, | 


é 


f 


I 
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d'où 
SP = de + old + Le HE) 
ig= me add ad, 
ef par conséquent, 
BP—ig = ed io 4e 


Bd (sat = dard + gd!) 
Bd (4° — LS ÉY 


La dernière valeur 3 (& d— à sd}; étant tétot posi- 
tive tant que d sera positif, Puisque son second fac- 
teur est un quärré , donne évidemment 


25 P IST 4"; 


et le contraire ne pourra avoir lieu , à moins que d ne 
soit négatif, c’est-à-dire à moins que les deux dernières 
racines “de. ‘là proposée ne soient imaginaires. ' 

? En faisant d=—0 Jon a | 194,4 fr] 


1 
ap = 2 g 2 
et les trois racines, qui sont encore réelles ; ont entre 


elles une relation RATES indiquée par les valeurs 
suivantes @, 25a, se rl | 


I 


Il est donc\prouvé;, ‘par Ge qui précède; que $z une 
équation du troisième degré, a au moins, dans tous: iles 
cas, une de $es racines qui soil réglle, toutes le guiers 
nent lorsque p est névatifs et que > p° surpasse + qd 
Or, on a vu (Ælém., #15) que toute équation d'un de- 
gTé impair «a a moins une racine réelle ,\guelques ‘vd 
Tel güatentises coefficiens : donc toutes les trois sont 
réelles dans le cas cité. ” 


63: En siténdant que j'expose les séries qui expri- 
ment les Valeurs approchées des racines des équations 
du troisième degré dans le cas irréduétible , je rap- 


L 
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porterai ici un procédé beaucoup plus simple , donné 
par Claïraut dans ses Élémens d'Algèbre. 

Ce procédé consiste à ramener l’équation...,.... 
x — px + q —0 à la forme z°—z—7r, en faisant 
x = mz, et déterminant la quantité m de manière à 


rendre le coefficient de z égal à l'unité. Par la substitu- 


tion indiquée , il vient 


25 un Ps ee Lu 
m° m° ? 
posant M—p, ona 
q 
LS un 7 Si nie 37 


et 


mais pour que la dernière de cés valeurs soit toujours po- 
sitive, on prendra m du signe contraire à celui de q. Cela 
posé, l'équation zŸ—# = 7 ne peut tomber dans le cas 
irréductible , que lorsque + > +r°, c’est-à-dire lorsque 


—— 9 . & 0 9 
QU < 313 » Ce qui ne peut avoir lieu qu'autant 


que la valeur positive de z est entre les limites 1 et 
2 Û Re : 1 OS 
V5 En effet, il est visible que z doit surpasser l'unité 


pour que la quantité 3 — £ soît positive ; maïs si l’on 
Po. 2 s ) 2 
faisait 2=—-—=% À, on aurait pour résultat —— , 
V3 3y/3 
nombre plus grand que r. 
Si.donc on suppose z—1+ 0, la lettre d ne pourra 
représenter qu'une petite fraction moindre que la diffé- 


rence 0,147, qui se trouve entre x etf/#; lecube 0,0037 
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de cette fraction peut être négligé, et le résultat de la 
substitution de 1 + d à la place de z dans l'équation 
proposée, en omettant d, conduit à 

20 + 39? = 7, 
d'où l’on tire 


et par conséquent, 


z=1+0 = RSR ne 


puisqu'on ne cherche que la valeur de Z qui surpasse 
l'unité. La limite de l’erreur que l'on peut commettre par 
cette méthode, ne s'élève, sur la valeur de z, qu'à un 
millième d'unité. En effet, si l’on suppose z— 7Æ , Va- 
leur qui répond à r — 1V2 , et pour laquelle d'est le 
plus grand possible , la formule ci-dessus donnera 


22 HRViH VE 
a$ 3 


ce qui ne diffère du vrai que de 0,00126. 
Soit pour exemple l'équation x°— 159x + 5—=0; on 


* EX 
, au lieu de V’+; 


T7 ; 
fera x—=—24/13 , et l’on aura 


d’où l’on déduira 





13/15 \ 5 
— 2/13 — 154 = 
Dre 3 Vase nets, 


Si l’on veut pousser plus loin l'exactitude ,:on em- 


CS 





DES ÉLÉMENS D'ALGÈBRE. 73 


 ploïera la méthode donnée dans le n° 215 des Élémens, 


et l’on trouvera AN 
x —= — 3,78434. 


34. Je vais m'occuper maintenant des racines de Vé- 


_quation du quatrième degré, 


CR RS. 


xt + pe + gr +r—o. 
Ces racines dépendent de celles de la réduite 
2 = 0pz° ÆE (p° — 4r)z — q = 0O..... : (R), 


et l’on a, par le n° 20, les deux systèmes de valeurs, 


UE VEEVERVT)) (cyr par), 


avr Var Ve) JV Ve Ve), 
VV) V7 Ve), 





(12 va+ve). tv za verve, 


dont il faut choisir celui dans lequel le produit des trois 


| termes est du signe contraire au signe du coeflicient q ; 
_or, ce signe résulte de celui dont chaque radical est 
Macé et de: celui que prend le produit 


7. V/27. V/z° — ÿ/z2"2", 


suivant la nature des racines z’, z”, z” de la réduite. 
On doit d’abord observer que 1 combinaison des 


| signes des termes de chaque valeur de x donne +- dans 
_ Je premier système , et — dans le second. 


Cela posé, 1°. l’équation (AR) ayant son dernier 
terme négatif, doit, lorsque ses trois racines sont réelles, 
lés avoir toutes positives , ou seulement une positive 
ét les deux autres négatives ; car le dernier terme étant 


| le produit de toutes les racines prises avec un signe 


contraire, ne peut être négatif que lorsque ses trois 
facteurs soft négatifs, ou qu'il n'y en a qu'un seul. 


74 COMPLÉMENT 

Dans le premier cas , les racines 2”, 2", 2” étant posi= 
tives , le produit ÿ/z’. V/z'.V/z" ne peut avoir que le 
signe +, et par conséquent c'est le premier système 
de valeurs qu’il faut prendre, si g est négatif, et le 
second , si g est positif. 

Dans le second cas, si l’on AipRe par z la ra- 
cine positive de l'équation (R), et qu’on pose z'—=—#, 
z'—— 8 ,il vient, suivant la da du n° 272 des 
Élémens , 


Vz.V'r. Vz"—=V7. VEVSE VE 


ce qui change l’ordre des signes caractéristiques de cha- 
que système, en sorte qu'il faut prendre le premier 


lorsque q est positif, et le second lorsque ce coefficient 
est HER 


°. Quand l'équation (AR) a une racine réelle et 
AE imaginaires, sa racine réelle est nécessairement 
positive, car les deux imaginaires ne pouyant prove- 
nir que d'une équation du second degré, dont le der- 
nier terme soit positif, et qui soit par conséquent de la 
forme z° + 42 + B — 0, il faut que le facteur du pre 
mier degré , qui contient la racine réelle, soit de Ia 
forme Z — y, Sans quoi le dernier terme du produit du 
premier facteur par le second, serait positif, 

En résolvant l'équation z* + 434 B—=o,on aura. 


LE CT EN / 5 08; 
2 4 "40 
mais pour que ses raçines soient imaginaires, ilfaut que 
A2: °« 
4 


faisant donc, pour abréger , 
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CODES ff : BTE Le 


11 viendra à | 
2e za REV. 
ps par z la racine see pe 


et pour etre le tbe ‘signe de Der V/2 3 
il faudra faire attention à celui de «. Si ce dernier est 
positif , il viendra 


VA VE VA VE FES ; 
ce produit étant positif, le choix du système des va- 
leurs de x se fera comme si les trois racines de l’é- 
 quatiom (A). étaient-réelles et positives; mais si + est 
négatif , il faut observer que 
V—a+ eV _ Vi Va— BV —1» 
| Va EI — V1 Ve LEV 1 > 


parce qu'il-en-résulte- 


VV VT= VE FE, 
et qu'alors, le choix «du système des valeurs de æ doit 


être le même que si la réduite avait deux racines négar 
tives (*). 






344 


(*) Télles sont, à peu de KA près, les remarques faites par 
M: Bret. Depuis on a proposé (Journal » ‘de l’École Polytech- 
nique, 7° et 8° cahiers, p. 239) d’éviter l’'ambiguité des systèmes 
| des valeurs de zx, en tirant de l'équation Vz. Va # Vzt ass + q 
(20), la valeur de l’un des trois radicanx , ce qui réduit les deux 
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35. Quant à ce qui regarde la nature des racines 
de l'équation du quatrième degré proposée, on voit 
1°. qu’elles seront toutes réelles , lorsque celles de 
Te (A) seront réelles et positives ; 

Que si cette dernière a deux racines négatives! 
la proposée aura ses quatre racines imaginaires excepté 
le cas où les deux quantités négatives z', 2” seraient 
égales entre elles ; car alors elles se, détruiraient dans 
deux racines qui deviendraient réelles et égales, à 


— 1/2 dans le premier système, et à +: V’z dans 
le second ; 

3°, Si ES des racines z” et z” de la kéduite a 
imaginaires , deux des quatre valeurs de x contien- 
dront l’expression l 


VateV—it Va sy, 


qui, quoiqu ‘affectée de symboles i imaginaires, est réelle 
et égale à 


Vaa + ed (30) ; 
ces deux racines seront par conséquent réelles : les 
deux autres contenant la quantité ; 


qui revient à 


Voa—2yV ae + F— V1 Vav arr: Era, à 


seront par conséquent imaginaires (*). Le 





systèmes de valeurs à un seul , auquel on peut donner la forme 


LAC + =) | Vz+Vr— =); Ê 


mais ces formules n’ont pas la symétrie qui règne dans les autres. . 
(*) Geci suppose que à est positif; le contraire aurait lieu 51 &n 
était négatif, Voyez La note de la page65. : } 
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Pour reconnaître par les coefficiens mêmes de la pro- 

| posée, dans lequel cas l'équation (R) a ses trois racines 

réelles, il n'y-a qu’à faire disparaître le second terme 

de cette dernière, afin de pouvoir la comparer avec 

la formule y + Py + Q — 0; pour cela, on SUPpO- 
3p 


SEA Z — y — Fr cequi donnera 





2 3 
IT NN ATOS Le: 
Ne À (+4) PU g —0, 
équation dont les trois racines sont réelles quand 
2 3 9p° Sr 2 
sea) +). 
36. Je ne quitterai pas ce sujet sans faire remarquet 
que les racines imaginaires des équations du quatrième 


degré sont de la même forme que celles deë équations 
du second et du troisième, c’est-à-dire de la forme 


A BV/—1. En effet, lorsque la réduite a deux 
racines négatives 2”, 2”, en les représentant par — »? 
et — 8?, les quatré valeurs de x deviendront 


2 = (VF ++ LR CAE 
x A(V2 — Ce + 8) —i1) 


LRO (eo — Es 
= —i(Vr —(@—9y—) 
Les deux premières, combinées ensemble, donneront 
un facteur réel du second degré; il en sera de même 
des deux dernières. | 
Quand la réduite a deux racines imaginaires de la 


forme a + BV —1 et a— 8/1 , les deux racines 
imaginaires de la proposée deviennent 


[ 


] 
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#$ ss 
he 
se 


ge Da ve AA qu y; 
= — y — KT pers aV += 3y #05; | 


en faisant W/2 —y et 2œ— 2W/a Li —— do 

La proposée pourra donc encore , dans ce cas , être 
formée par la multiplication de ‘der facteurs réels 
du second degré. 


87. T'els sont les résultats algébriques de la réso- 
lution des équations générales des troisième et qua 
trième degrés ; ils s'accordent bien ayec les lois de la 
composition des équations, mais leur application nu- 
mérique est souvent très pénible et fort péu satisfai- 
sante. L'expression des racines des équations du troï* 
sième degré est composée de deux parties (19), de telle 
sorte qu'en effectuant séparément les extractions de 
racines indiquées dans chacune, on ne parvient quel: 
quefois qu'à des valeurs approchées ; pour des racines 
qui sont cependant des nombres entiers. Cet inconvé- 
nient augmente encore pour le quatrième degré; cat 
si l’on voulait exprimer immédiatement par leurs coef: 
ficiens les racines des équations de ce degré , il fau- 
drait, sous les radicaux du second, degré qui affectent 
les racines z', z”, z” de la réduite, mettre des expres- 
sions contenant déjà des radicaux du troisième degré, 
sur des radicaux du deuxième, La difficulté du cas 
irréductible du troisième degré, s’introduisant alors 
dans le quatrième , et ayant de même lieu dans les 
degrés supérieurs , augmente encore beaucoup l'imper: 
fection de la Ro tuti on littérale des équations de ces 
degrés. Ce sont ces défauts que Lagrange avait en vüe, 
lorsqu il disait: & On peut assurer d'avance , que quand 
» même on parviendrait à résoudre généralement®lé 
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» cinquième degré et les suivans , on n'aurait par là 
» que des formules algébriques précieuses en elles- 
» mêmes, mais très peu ütiles pour la résolution efféc- 
» tive et numérique des équations des mêmes dégrés., 
» et qui, par conséquent, ne dispenseraient pas d’avoir 
» recours aux méthodes arithmétiques (*). » 

D'après des motifs d’un aussi grand poids, j'ai 
cru ne devoir donner dans les Élémens d'Alsèbre 
que la résolution numérique des équations, qui« est, à 
» proprement parler ; une opération arithmétique fon- 
» dée-, à la vérité , sur les principes généraux de la 
1» théorie des équations, mais dont les résultats ne sont 
,» que des nombres où l’on ne reconnaît plus les pre- 
» miers nombres qui ont servi d’élémens (c’est-à-dire 
» les coelliciens de l'équation à résoudre) , et qui ne 
» conservent aucune trace des différentes opérations 
!» particulières qui les ont produits. L’extraction des 
» racines quarrées et oubiques est l’opération la plus 
1» simple de ce genre ;. c'est la résolution des équations 
l numériques du second et du troisième degré , dans 
:» lesquelles tous les termes intermédiaires manquent.» 
| Viète a sürement été guidé par des considérations de 
ce genre , lorsque , dans son Traité de numerosa potes- 
\tatum adfectarum resolutione, il a cherché à résoudre 
-immédiatement les équations numériques par une suite 
| d'opérations purement arithmétiques et combinées entre 
‘elles, à peu près comme le sont celles qu'on emploie 
pour extraire les racines des nombres. Si sa méthode 
f était uniforme pour tous les cas qui peuvent se présen- 
|ter en sorte que, par une succession régulière des 
mêmes procédés , elle conduisit infailliblement à la ra- 









L@ a 


| (9 De la Résolution des Equations numériques de tous Les 
| degrés (ae édit, Avertissement, page viij). 
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cine cherchée, lorsque cette racine est assignable exac* 
tement en nombres, et dans tous les autres cas , à une 
valeur de plus en plus approchée, elle ne laisserait rien 
à désirer dans la résolution numérique des équations, 
que l’on pourrait alors regarder comme aussi complète 
que l'extraction des racines : maïs il n’en est pas ainsi. 
Malgré les efforts que Harriot, Ougtred, Wallis, Pell 
et d’autres , ont faits pour perfectionner la méthode de 
Viète , elle est toujours demeurée très défectueuse; et 
Lagrange, en dernier lieu , a montré « qu'elle ne peut 
» réussir d’une manière certaine que pour les équations’ 
» dont tous les termes ont le même signe, à l'exception 
» du dernier tout connu; car alors ce terme devant être 
» égal à la somme de tous les autres, on peut, par 
» des tâtonnemens limités et réglés , trouver successi- 
» vement tous les chiffres de la valeur de l’inconnué 
» jusqu’au degré de précision qu’on aura fixé. Dans 
» tous les autres cas, les tâtonnemens deviendront plus 
» ou moins incertains, à cause des termes soustractifs. n 
Lagrange fait voir, de plus, que l’on peuttoujours ra- 
ener une équation quelconque à cette forme, « pourvu? 
» qu'on ait deux limites d’une racine, l’une en plus, 
» l’autre en moins, et qui soient telles, que toutes les’| 
» autres racines , ainsi que les parties réelles des racinés 
» imaginaires, s’il y en a, tombent hors de ces limites.»| 
Mais ces limites étant au moins aussi difficiles à trouver | 
que les racines mêmes de l'équation, la méthode donnée! 
dans les Ælém., n° 221, est préférable à cette recherche 
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“Ÿ 
1 


58. On a vu, dans le n° 36, que les racines. imagi 
naires des équations du quatrième degré pouvaient se 
distribuer par couples, tels que 
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z—A+BV—1, z— A—B/—x, 


en sorte que chaque couple donnait un facteur dn se- 
cond degré , dont les coefliciens étaient réels, 

Les analystes ont aussi reconnu que toute équation 
de degré pair est décomposable en facteurs réels du 
second degré : voici la démonstration qu’en a donnée 
M. Laplace ( Journal des Séances de l'Ecole Normale, 
Leçons, 1°° édit., t. Il, pag. 315, et Journal de l'Ecole 
Polytechnique, 7° et & cahiers, pag. 56). 

Il faut prouver d’abord que toute équation d'un de- 
gré quelconque p aura un facteur réel du second degré, 


« ? — } A 
st toute équation du degré ED) a un facteur réel, 


soit du premier, soit du second degré. 

Je représente par (P) l'équation du degré p , et.ses 
racines par #, 8, y, d', etc. Cela posé , j’obierve que 
les facteurs du second degré de cette équation , formés 


nécessairement par la multiplication des facteurs du 
premier degré, combinés deux à deux, seront 


2 — (a + sr + a, 
D — (a + y) x + y, 
| MERE HNz + 8, 


fes, 


et dépendront par conséquent de Ja recherche des fone- 


e 108 . ° 
tions de la forme % + 8 et #8. Ces fonctions seraient 
déterminées si l’on en connaissait deux de la forme 


LE + Mes, a LB+L M, 
les lettres A et M désignant & 
en faisant 

+8 + Mas —=ÛN, œ + BE + Mas — N’, 
Compl. des Elém. d'Alx. | G 


es nombres donnés ; car 
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on trouverait 


MN—NM N—N 
+ HAE TM RÉ SO 


Mais pour parvenir à l'équation de laquelle dépend la 
fonction & + 8+ Mab, il faut former toutes les valeurs 
qu’elle prend , en y mettant successivement, au lieu 
de # et de B , toutes les racines &, 8, y, à’, etc. , de la 
proposée, combinées deux à deux (8), ce qui donne 


— ] , e e 4 
p (pi) résultats, et fait voir par conséquent que 
a 


l'équation cherchée , que je désignerai par (Q), mon- 
terait au degré P(PyEa ), 
1°, Si l’on admet d'abord que cette équation ait tou- 
jours une racine réelle , en donnant à M une infinité de 
valeurs, on formera une infinité d'équations semblables, 
dont chacune aura une racine réelle, renfermant une 
des combinaisons qu'on peut faire des racines de la 
proposée dans la formule & + 8 + Mag; or, le nombre 
de ces combinaisons étant limité, il faudra nécessaire- 
ment que la même combinaison soit répétée plusieurs 
fois avec diverses valeurs de 47. On peut donc affirmer 
qu'il existe au moins deux fonctions de la forme | 


a + 6 + Was, a+ B+ Map, 


contenant les mêmes racines « et B, et dont les valeurs 
IV et. NN’ sont réelles ; d’où il résulte que les valeurs 
correspondantes de # + 8 et de 46 le sont aussi. 

2°, Si l’équation (Q) n’a point de racines réelles , 
mais seulement un facteur réel du second degré , dont 
les racines soient imaginaires, en donnant à A une 
infinité de valeurs , on obtiendra une infinité de fonc- 
tions & + 8 + Mas, dont l'expression sera de Ja forme 
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A + BV/— 1; et on prouvera, comme ci - dessus, 
qu'il doit s’en trouver plusieurs qui ne diffèrent que 
par les valeurs de 47. On aura donc 
a +E+ ME = A+ BV—TS 
RL Mas AL DU EE 1) 


Ï 


d'où l’on tirera 


MARS Ve) RM AE BV) 


M—M 
HEC DV MR BU ES 1 
A A M 7 de LD 


En réunissant les termes réels entre eux et les termes 
imaginaires entre eux, on pourra représenter Ces ex- 
pressions par 


2(CHDV—i) et E+FW—i; 
et par là, le facteur x°— (& + 8) x +- «8 deviendra 


DDC D Vi) cit EE 1. 
L'existence de ce facteur entraîne celle d’un autre, qui 
serait 

Æ GC —DV/—1)x+E—-KV—:; 
car soit X— YW/—1 le quotient que donne l'équation 
(P), lorsqu'on la divise par le premier facteur : les 
quantités X et Ÿ doivent être nécessairement telles , 
que les parties imaginaires contenues dans le produit 
de ce facteur, par X—Y4/—1, se détruisent , puisque 
le dividende est entièrement réel; et si l'on multiplie 
le second facteur par XL Y4/—;, on aura un nou- 
veau produit , dans lequel la partie réelle sera encore 
la même que celle du précédent , et la partie imagi- 
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naire n'ayant fait que changer de signe, s'évanouira 
aussi: 

En général, toute expression réelle qui a unfacteur 
de la forme a + b/—1, en a nécessairement un de 
la forme a—by/—1. 


Maintenant si les polynomes 


2 — 9(C + DW—i)x + E + FY—a 
et 2. 9 (CC: — DV/—i) x L'E =URY EE: 
n'ont point de diviseur commun , ils renferment entre 
eux quatre facteurs simples de l'équation (P), qui, 
multipliés l'un par l’autre, donnent un facteur du qua- 


trième degré dont les ÉGUE EUS sont réels, et l'on a 
montré , numéro 36, que toute équation du quatrième 


degré peut se décomposer en facteurs réels du se-: 


cond (*). 





(*) On peut aussi former immédiatement deux facteurs réels du 
second degré, au moyen des facteurs imaginaires rapportés ci- 
dessus. Il suffit pour cela de décomposer ceux-ci dans leurs facteurs 
du premier degré, qui seront de la forme à 


x — (C + DV =) + Va + 5 Va 

x (CE DV) = Ma EE 

2 MC IDVED + Wa VE # 
+ D D Bt ET) PV PETE 
groupant ensuite le premier avec le troisième, et le second avec 
le quatrième, en mettant pour les expressions 


VV = + Va 
Va + bV/—1 — {a — bV—r ? 


leurs valeurs qui ont été trouvées dans le n° 30, on obtiendræ 








deux produits féels. Par ce changement, on rend les raisonne= 
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Si les deux polynomes 


EME d(C + DYV=DNr+E LV. 
M — 9(C— DV—i)x + E — Fa, 


ont un diviseur commun, en les mettant sous la forme 


x =— 9Cx + E — (2Dx — FIVE, 
x — 9Cr + E + (2Dx = FyV sr; 


on verra que ce diviseur doit être commun aussi aux 
deux quantités 3°— 2Cx+E£E et 2Dx—#F, et l'on en 
conclura qu'il ne peut être que de la forme x — 1: on 
aura donc | 


24 — 2Cx + E — (2Dx — F)V ai 
= (x — K— LV —:1) (x — D, 
x — 9Cx + E + (2Dx — F)V 
=G—K+LV—i) (x — D, 


d'où il suit que x — KX LV —:1 RAA ENT VUE 
et x— I, seront trois facteurs de l'équation (P). Le: 
deux premiers, multipliés entre eux , donnent un fac- 
teur réel du second degré ; et en pape à l'équation (P) 
par le troisième, on obtiendra , si elle est d’un degré 
pair , un quotient de degré impair, qui aura lui-même 
un facteur réel du premier degré, formant avec celui par 
lequel ona divisé ‘un second facteur réel du deuxième 
degré. Il est donc bien prouvé qu’une équation,(P), de 
degré pair, aura au moins un facteur réel du deuxième 
degré , si l'équation (Q) a toujours un facteur réel ; soit 
du premier degré, soit du second. 


nome 





mens du texte tout-à-fait indépendans de la résolution des équa= 
tions des degrés supérieurs au second , ce qui peut être ütilce poux 
qaelque cas particulier de lPensei *etiment 


86 COMPLÉMENT 


39. Cela posé, tout nombre pair étant nécessaire- 
ment le produit d'un nombre impair multiplié par quel- 
qu’un des nombres 2, 4,8, 16, etc. , c'est-à-dire par 
une puissance de 2, séra compris dans la formule 2», 
m représentant un nombre entier quelconque, et z un 
nombre impair ; le degré de l'équation (Q), exprime 
en général par GR , .séra donc égal à 


mn 7 = ] | 
a 1 C Le 2 - — op (2°n — 1), > 
| * 


« 





sip—2"n. Faisant (on —1)n==n, n sera encore 
un nombre impair, puisqu'il est le produit de deux 
nombres impairs , n et 2" —1;et, d'après ce qui pré- 
cède, l'équation du degré 2"n aura un facteur réel. du 
second degré , si l'équation du degré 27» a un fac- 
teur réel, soit du premier, soit du deuxième. Par la 
même raison, l'équation du degré 2"—17' aura un fac- 
teur réel , si l'équation du degré 2"—?n'(a"in" 1) ou 
2"—?n" a un facteur réel, soit du premier, soit du 
deuxième degré. En continuant ainsi, on: passera par 
une suite d'équations dont les plus hauts exposans se- 
ront de la forme 


d 


EC ner 2 Ÿ 


DUC UTL D NO LR LRU RUE 


les nombres n, n°, n°, n",.. étant tous impairs , et on 
arrivera énfin à une dernière équationvde degré impair, 
qui aura nécessairement un facteur réel du premier 
degré (Élém., 213); par conséquent l’avant-dernière en 
aura un du second degré, ainsi que chacune des'autres, 
jusqu'à la proposée inclusivement. Si l’on conçoit en- 
suite que celle-ci soit divisée par le facteur du second 
degré dont on vient de prouver l'existence, le quotient 
étant encore de degré pair , contiendra au moins un 
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Tacteur réel du second degré, par lequel on pourra le 

diviser de nouveau. Sans qu'il soit besoin d'aller au- 

delà, on voit qu'une équation quelconque d'un degré 

pair est toujours décomposable en facteurs réels du 
second degré ; et puisqu’une équation de degré impair 
se ramène à une équation de degré pair, en la divisant 

par le facteur réel qu’elle a nécessairement, il s'ensuit 

qu'une équation de degré quelconque ne peut avoir que 

des racines réelles, ou des racines imaginaires sembla- 

bles à telles des équations du second desré , c’est-a- 


dire réductibles à la forme À BW, 


4o. Il semble qu'après avoir vu la forme des racines 
imaginaires des équations en général et celle des racines 
quelconques des équations dés degrés qu’on sait ré- 
soudre, on doit revenir sur la remarque faite dans lé 

° 181 des Élémens , que, si pour une équation algé- 
brique quelconque il y a toujours une expression réelle 
ou imaginaire qui, soumise aux opérations indiquées 
dans’ cette équation , donne un résultat dont tous les 
termes se détruisent, la même équation sera nécessaire- 
ment le produit d'autant de facteurs simples que son 
plus haut exposant renferme d'unités. La résolution des 
équations des quatre premiers degrés fait voir la vérité 
de cette proposition même dans les équations du cin- 
quième, qui ont nécessairement une racine réelle (Æ/e- 
mens, 213). 

Il est visible qu'en général la question se réduit à 
prouver que toute équation d’un degré pair a au moins 
une racine, soit réelle, soit imaginaire. La proposition 
du numéro précédent n’a été démontrée qu’en’ regar- 
dant l'équation proposée comme le produit d’un nombre 
de facteurs simples égal à l'exposant de son degré ; en 
sorte que la difficulté subsiste encore dans son entier. 
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Il était nécessaire de l’écarter des Ælémens, qui ne 
doivent contenir que les notions les plus évidentes; mais 
il convient de la montrer tout entière à ceux qui ont 
déjà pénétré assez avant dans [Analyse pour en saisir 
l'esprit. Si l'on n’a pas encore de démonstration com- 
plète à leur offrir de la proposition dont il s’agit, on 
peut du moins leur donner des raisons assez fortès pour 
qu'elle ne soit plus douteuse. 
« L'esprit du calcul algébrique (Lagrange, De la 
» Résolution des équations numériques, 2° édit., p.105), 
» qui est indépendant des valeurs particulières qu’on 
» peut donner aux quantités , fait qu'on peut regarder 
» tout polynome (x" + etc.) comme formé du produit 
» d'autant de facteurs simples x — a, x—b, x—c, etc., 
» qu’il y a d'unités dans l'exposant m du degré de ce 
» polynome, quelles que puissent être d’ailleurs les 
» quantités a, b, c, etc.» | 
Développons un peu cette remarque. 


La formule x =— ip # V3 prnai qui repré - 
sente les racines de l'équation 2’Æpr+q—o, ne 
cesse pas de le faire, quoique cette équation devienne 
absurde; seulément elle se réduit alors à un symbole 
purement algébrique, qui ne correspond plus à aucune 
quantité existante , mais qui, étant soumis aux opéra- 
tions indiquées dans l’équation, n’en rend pas moins la 
somme de tous les termes égale à zéro. Par cetexemple, 
on doit comprendre que s’il existe pour un seul cas une 
expression de la racine d'une équation de degré pair, 
cette expression doit encore subsister pour tout autre, 
Or on à vu ( Elém., 214 ), que toute équation de degré 
pair a au moins deux racines réelles, lorsque son dernier 
terme est négatif; mais la valeur de ces racines dépen- 
dant de celle des coefliciens de l'équation proposée , 
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‘doit nécessairement être composée d’une certaine ma- 
nière avec ces coefliciens , ou en être une fonction. 
Quoiqu'on ne puisse pas assigner la forme de cette 
fonction , son existence n'est pas moins évidente; la 
méthode des séries et le calcul différentiel fournissent 
les moyens d'en avoir des développemens. Cela posé, il 
est visible qu'elle devra encore subsister lorsqu'on y 
changera le signe du dernier terme de l'équation pro- 
posée , et qu’alors elle deviendra la racine de l’équa- 
tion dont le dernier terme est positif ; elle pourra, par 
ce changement, cesser d’être réelle, mais non pas 
d'exister comme expression analytique ; il sera donc 
toujours permis de la représenter par un symbole qui 
jouira des propriétés communes à toutes les racines des: 
équations. 

On pourrait opposer à ce raisonnement les remarques 
des numéros 67 et:69 des Ælémens; mais on y répon- 
 drait en faisant observer que les exceptions indiquées 
dans ces remarques ne peuvent se rencontrer dans les 
équations aïlgébriques à une seule inconnue. En effet, 
ces équations ne peuvent être identiques sans qu'on le 
reconnaisse à leur simple inspection ; et il est évident 
(Ælém , 212) qu'aucune valeur infinie n’y saurait satis- 
faire , lorsque leurs coefficiens sont finis. 


41. D'Alembert démontra le premier que les expres- 
sions imaginaires pouvaient toutes se réduire à la forme 
A+ BV/—1. La vérité de cette proposition à l'égard 
des expressions résultantes des opérations algébriques, 
suit naturellement de ce qui précède ; car en les éga- 
Jant à des inconnues , et faisant disparaître les radi- 
caux qu'elles contiennent , on parviendra à des équa- 
tions dont les racines imaginaires seront de la forme 


A+ BV. 
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On peut encore s'assurer directement de cette vérité, 
en observant : 


°, que ab Vic DV 1 pied 
—=(a—a +a"+etc.)+(b— <b'dbtietc.)1/ 1 ; 

2°, que (a+bV/—1)(& +0 VER | 

— aa — bb! + (ab + ab')V/ —1 ; 

go Re ni À A (a+ bV—i}(a—bV—3) 
si d+b' VA CH BV) (a — by —:) 
aa + bb’ d'b— ab }—. 
CS CET CL 
4°. que (a + V3) = 4 LBV ie 


Pour prouver cette dernière proposition, on changera 


{aHby/—:1)" en an(r+ Ti)" : et en obser- 
vant que 
Vi = + Vi | (== + 
(1/1) te (V1) = — à 
(HER | (VND 
(VSN EEE JEU 
on verra que si l’on désigne par z un nombre entier que 
conque , on doit avoir en général 


(y/—:1)" = (y jrs = HER 
(Ve, (= Eyes 
ce qui renferme tous les cas ; car il est évident qu'il 


n'existe aucun nombre entier qui ne soit compris dans 
l'une des quatre formules 


Ho Me 1 F0 i45, 


l 
| 
= 
| 
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c'est-à-dire qui ne soit divisible par 4, ou qui ne le 
devienne quand on en Ôte1,ou2, ou 8 unités. 


. Cela posé, on trouve, par le AE MB ner QUE de la 
puissance m du binome, 


(+=) = 


nb = mm) Emme) —2)D y 


——… ——s 7 ms 


1Q" 1:00 fa° 1.2.3 a 
en à. “air 4 
Ti m(m ee (m—58) b Fete. 


et en réunissant les termes affectés de ÿ/—1, qui sont 
ceux de rang pair, il vient 
Ÿ 





(: Un ET 


m(m—3) b., m(m—1)(m—2)(m—8) bt 
idiote che EP Ciel. 45 40 at FE 
(mb m(m—1)(m—2) b$ ) ] 
+ à Mi N'h 0.0 a ete. JW x. 


Pour passer de ce développement à celui de... 


( — Vs), il suffit de changer le signe de la 


b 
quantité = — dans oi les termes où elle se trouve élevée 


à une St impaire , et l’on a ainsi 


CN =Y = 


2 LP D Rem LE 2) 
1.2 om 1.2.3 


(= D _m(m—1)(m—2)b$ n = 
la 1370 a 7 L 


a"( Nu 
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Multipliant ces résultats par a”, et faisant | 


m(m—1) b? 





m(m—1)(m—92)(m—A4) b{ À 
1.2 ét 1.9. 454 eo PIX 
m (TR b m(m—1) (m—0) b? 
° D'ANT 1.2.3 met.) = Frs 
il viendra 


. 


(a+bV "= A4+LBV TR, (ab WE DS 4—BV/ +. 


Lorsque j'aurai fait voir que le développement de la 
puissance m du binome convient également au cas où 
l'exposant m est fractionnaire ou négatif , il sera dé- 
montré, par ce qui précède, que , quelle que soit m, 


(a bi)" 4,0 4/0 


Au moyen de ces résultats, on ramènera à la forme 
A + BV/—1 toute expression résultante de la combi 


vaison de plusieurs quantités de la forme a + bW—1, 
par addition, soustraction, multiplication, division et 
élévation aux PONSREES he. entières, soit fraction- 
naires. 


42. Il suit de la proposition démontrée n° 39, que 
pour obtenir les racines imaginaires d’une’ équation 
quelconque, il faut la décomposer en facteurs du second 
degré ; mais ce moyen exige la résolution d’une équation 

— 1 
du degré Z AU 5 ) (38), avant mième qu’on puisse 


savoir si la proposée du degré m à ou non des racines 
imaginaires. Les géomètres ont cherché des méthodes 
pour reconnaître l'existence de ces racines indépe ndam- 
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ment de la résolution d'aucune équation , et je vais ex- 
poser ce que Lagrange a trouvé de plus général à cet 
égard. 

Si l’on désigne par «, 8, y, d\, etc. , les racines réelles 
d'une équation de degré quelconque , ses racines ima- 
ginaires pouvant être assemblées par couples de la forme 
ASE EAP TT, D BV, etc: (39) , les différences 
des racines combinées deux à deux seront nécessaire- 
ment de l’une des formes suivantes : 

æ— B entre deux racines réelles , 
æ— a + bV/—4à entre une racine réelle et une 
racine imaginaire, | 
(a—a') +(b—b") ÿ/—1 entre deux racines imaginaires 
de couples difFérens, 


2bÿ/—1 entre deux racines imaginaires 
du même couple. 


En faisant les quarrés de ces expressions , on trouvera 
pour la première un résultat réel et positif, et pour la 
quatrième un résultat réel et négatif; les deux autres 
donneront des résultats imaginaires, à moins qu’on n'ait 
æ—a;ou a—a«, où b—= b"; mais chacun de ces cas 
introduit des racines égales dans l'équation aux quarrés 
des différences. Il suit de là qu’en faisant abstraction des 
racines égales, l'équation dont les racines sont les quar- 
rés des différences qui se trouvent entre celles de la pro- 
posée, aura autant de racines négatives que cette der- 
nière a de couples différens de racines imaginaires. 


43. On voit, par ce qui précède, combien il serait à 
désirer qu’on eüt au moins une règle sûre pour connaître, 
sans calcul , le nombre des racines positives et celui des 
racines négatives d’une équation quelconque , puisqu'on 
sérait alors en état d’assigner, au moyen de l’équa- 


| 
| 
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tion aux quarrés des différences, le nombre des racines 
réelles et celui des racines imaginaires de la proposée. 

Malheureusement la règle qu'a donnée Descartes pour 
remplir cet objet, généralisée autant qu'elle peut l'être, 
se réduit à ce que : 

Toute équation ne saurait avoir un nombre de racines 
positives plus grand que celui des variations de signe 
qui se trouvent entre ces termes, nt un nombre de ra- 
cines négatives plus grand que celui des permanences 
du méme signe; et s1 elle ne contenait que des racines 
réelles , elle en aurait précisément autant de positives 
que de variations de signe, et autant de négatives que 
de permanences du même. 

Les variations de signes sont les changemens de 
+ en — ou de — en +, qui ont lieu d’un terme à 
l’autre;et il y a permanence chaque fois que lesigne d’un 
terme est le même que celui du précédent. L’équation 

af — 8x + 7x + 9x —4—0, 
par exemple, a trois variations de signe, savoir, de 
+ xt à — 8x°, de — 8x? à + 7x°, et de + gx à — 4; 
du terme +- 71° au terme < 9x, il y a une perma- 
nence du signe 

Parmi les diverses démonstrations qu’on a données 
de cette règle, je choisirai celle qui est due à Segner, 
parce qu’elle m’a paru la plus simple de toutes, 

Soit l'équation | 

DE ÉPPAERE E OC ESS 


dans laquelle les signes et — se succèdent d’une ma: 
nière quelconque ; en la multipliant par le facteur x—4, 
qui donne la racine positive x = &, on aura | 


+" ++ p x" ++ @ I xls L lc : ‘eu ! ( k 
0 
Æ Pa re T'as FU 


— à 
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Les coefliciens placés dans la première ligne de ce re- 
sultat , sont ceux de la proposée, pris avec le même 
signe dont ils étaient d'abord affectés; et les coelliciens 
de la seconde ligne sont formés de ceux de la première, 
multipliés par & , mais pris avec un signe contraire, et 
reculés d’un rang vers la droite. Cela posé ; tant que les 
coefliciens supérieurs seront plus grands que les infé- 
rieurs , ils détermineront le signe du terme dans lequel 
ils se trouvent ; et comme ils n’ont pas changé de signe, 
il y aura entre eux les mêmes variations et les mêmes 
permanences que dans la proposée; mais le dernier 
terme = Ua ayant toujours un signe contraire à celui 
du coeflicient supérieur + U de l’avant-dernier, il en 
résultera une nouvelle variation que la proposée n'avait 
point. Û er 

Lorsqu'on rencontrera un coefficient inférieur designe 
contraire à son correspondant supérieur , et plus grand 
que celui-ci, il: y aura une permanence de la proposée 
qui se changera dans une variation; car le signe du terme 
où cela arrivera étant déterminé par celui du coefh- 
cient inférieur, sera contraire au signe du terme précé- 
dent, qu’on suppose le même que celui de son coellicient 
supérieur. | 

On sentira la vérité de cette assertion , en observant 
qu'on ne peut être obligé de recourir au coefficient in- 
férieur pour reconnaître le signe d’un terme, que dans 
des cas semblables à l’un des deux suivans, 


+ Rx LS et MePymaI Ç 1x4 
— Ra 5 —- an ? 


en supposant qu'on ait R4>S ; l’ordre de la succession 
des signes sera dans le premier + — , et dans le second 
— +. Je n'ai point écrit le coefficient inférieur dans le 
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premier terme, puisque, par l'hypothèse, il n'influe. 
point sur le signe de ce terme. AU 

Il est donc évident que chaque fois qu'on descend de’ 
la ligne supérieure dans la ligne inférieure pour déter- 
miner le signe, il y a alors une variation qui ne se trou- 
vait point dans l’équation proposée ; et si après ce pas- 
sage on reste toujours dans la ligne inférieure , on 
retrouve les mêmes variations et les mêmes permanences 
que dans la proposée , puisque les coefficiens de cette 
ligne ont tous un signe contraire à leur signe primitif. 
Quand on remontera de la ligne inférieure à la ligne 
supérieure , il en pourra résulter ou une variation, ou 
une permanence ; Car il n'existe aucune connexion entre 
le signe d’un coeflicient inférieur et celui du coefficient: 
supérieur du terme suivant. Maïs en supposant même: 
que ce passage produisit dans tous les cas une perma- 
nence, comme le dernier terme de la nouvelle équation 
fait partie de la seconde ligne, il faudra toujours re- 
venir au moins une fois de plus dans cette ligne que dans 
la première, et par conséquent la nouvelle équation aura 
au moins une variation de signe de plus que la propo= 
sée: il en serait de même à chaque racine positive qu'on 
introduirait, | 

Si l’on multiplie ensuite l'équation proposée par le 
facteur x + & , qui donne la racine négativeæ =—4, 


On aura. { 


lus 22 Lam... U Va Val 0 
taf + Pal = mu “= 


Les coefficiens placés dans la première ligne sont en- 
core ici les mêmes et de même signe que dans l'équation 
proposée ; ceux de la seconde ligne sont aussi formés 
de ceux de la première, multipliés par « et reculés 
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d’un rang vers la droite ; mais dans le cäs actuel , ils ont 
conservé leur signe primitif. : ; 

Ea raisonnant comme ci-dessus , on verra que chaque 
fois qu'on sera obligé deprendre le signe du coefficient 
inférieur, on obtiendra-une nouvelle permanence qui 
n'existait point dans la proposée. Les exemples ci-joints 


+ Ram — S } Le sLnne — Rose S' dr 
Ra 9 j AE: Ra ? 


analogues à ceux qu'on a donnés plus haut, rendront 
cette conséquence bien évidente, puisque R2 étant plus 
grand que $', on aura dans lun +- +, et dans l’autre 
— —. Lorsqu'on remontera dela ligne inférieure dans 
la ligne supérieure, il en pourra résulter indifféremment 
ou une variation, ou une permanence ; maïs en accor- 
dant que ce soit une variation qui ait toujours lieu’, on 
pourrd, malgré cela , conclure que le nombre des per- 
manences sera au moins augmenté d'une unité ; puisque 
le dernier terme se trouvant dansla seconde ligne , for- 
cera toujours à revenir à cette ligne au moins une fois 
de plus que dans l’autre. Il suit de là que chaque racine 
négative donnée à la proposée apportera avec elle au 
moins une permanence, En rapprochant cette conclusion 
de la précédente , on verra que /e nombre des racines 
positives d'une équation quelconque ne saurait surpas- 
ser celui des variations de signe qu’elle renfèrme, et Le 
nombre des racines négatives celui des permanences. 
Si l’équation proposée n'avait que des racines réelles, 
on prouverait aussi par là qu’elle doit avoir précisément 
autant de racines positives que de variations , ét autant 
de racines négatives que de permanences. En effet, quel 
que soit le nombre de variations et lenombre-de ‘permas 
nences qu'ait apporté chaque racine positive et chaque 
racine négative, le nombre des unes et-des autres, dans 
Compl. des Elém. d'Alg. 7 
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le résultat final, doit être égal à celui des termes di- 
minué de l’unité, ou à l’exposant du degré de léqua- 
tion, ou enfin au nombre des racines ; mais les varia- 
tions ne sont produites que par les racines positives, et 
les permanences que par! les racines négatives : il faut 
donc qu'il y ait autant de variations que de racines po= 
sitives, autant de permanences que de racines négatives, 
et vice VErsae 


44. Les racines imaginaires modifient cette proposi- 
tion, parce qu’elles ont lieu , soit avec des variations , 
soit avec des permanences. Cela se voit sur l'équation 
même du second degré, x 2px+q=—=o, dont les 
racines sont imaginaires , quelque signe qu’ait p, tant 
que p* est moindre que q. 

On peut assez souvent reconnaître immédiatement 
la présence des racines imaginaires par la règle ci-des- 
sus , lorsqu'une équation manque de quelques termes. 
Dans l'équation a°+ px + q — 0, par exemple;, si l'on 
remplace par Æ o.x* le second terme qui manque, il. 
vient UNS 

æmto.x +px+q—=o; 


et quand on n’a égard qu’au signe supérieur, on ne 
trouve que des permanences, tandis que le signe infé- 
rieur donne deux variations. Ces résultats, dont l’un 
semble indiquer trois racines négatives , et l’autre deux 
racines positives, ne s’accordant point entre eux, font 
voir que la proposée a des racines imaginaires: 

Si l’on avait. A 

L—pxr +q—=0, | 


‘en l’écrivant ainsi, Toit: non 91 1 Gi 


LE O.x pr 0 : 
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Quelque signe qu'on employât , on trouverait toujours 
deux variations et une permanence : l’accord de ces ré- 
sultats prouve que cette équation peut avoir ses trois ra- 
cines réelles, mais non pas qu’elle les ait en effet; car on 
sait d’ailleurs que cela m'arrive que quand Æp > } q°. 


45. Cela posé, je désigne par (D) l'équation aux 
quarrés des différences (42), qu'on peut former d’après 
le n° 9. Il est évident , par la règle du n° précédent, que 
si tous ses signes sont alternativement positifs et néga- 
tifs, c'est-à-dire si elle n’a que des variations , elle 
n'aura que des racines réelles et positives, et toutes 
celles de la proposée seront réelles. En effet, si celle- 
ci avait des racines imaginaires, parmi les racines de 
l'équation (D), il s’en trouverait nécessairement de 
réelles et négatives (42) ; elle aurait donc des perma- 
nences, ce qui est contre la supposition. 

Le détner terme d’une équation étant, comme on 
sait, Le produit de toutes ses racines prises avec un signe 
contraire, sera négatif, si le nombre des racines réelles 
positives est impair; car le dernier terme du produit d'un 
couple de racines imaginaires est toujours positif. En ap- 
pliquant cette remarque à l'équation (D), on verra que 
si son dernier terme est négatif, elle aura un nombre 
de racines négatives pair ou impair , selon qu elle sera 
d'un degré impair où pair. Dans le premier cas, la 
proposée aura un nombre pair de couples de racines 
imaginaires, et un nombre impair dans le second. En 
général, il suit de la nature des racines de l'équation (D) 
et de ce qu'on a vu n° 42, que la proposée ne saurait 
avoir plus de couples de racines imaginaires qu’il ne se 
trouve de permanences de signe dans l’équation (D). 

Les considérations précédentes ne mènent encore 
qu’à s'assurer si une équation donnée a des racines ima- 


y Re 
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ginaires , et à trouver une limite que’ leur nombre ne 
püisse excéder ; mais en suivant l'esprit della méthode, 
onformerait de nouvelles équations auxiliaires, les unes 
qui ne. pourraient avoir de racines négatives qu ‘autant 
que le noïmbre dés racines imaginaires de là proposée ne 
serait pas moindre que quatre, les autres qu ‘autant qu'il 
ue serait pas moindre que six, et ainsi de suite. Il faudrait 
Former, dans le premier cas, l'équation: qui donne les 
quarrés des différences qui se trouvent entre les sommes 
des racines ajoutées deux à deux; dans le second, celle 
qui donne les quarrés des AP een qui se trouvent 
entre les sommes des racines ajoutées trois à trois, , EC. 


46: Si l’on parvenait à \ troüver d'une manière quelcon- | 
que les racines négatives et inégales de] ‘équation (D), 
ori'en déduirait les racines imaginaires de là proposée. 


En effet, en substituant dans cette dernière a ee b hi —7 
au lieu de Eos et en égalant séparément à Zéro la partie 
réelle et la partie imaginaire, on aurait deux équations 
pour déterminer les inconnues a et b; mais si l’on con- 
naissait à priori la valeur de b, et qu on la substituât 
dans l’üne et dans l’autre de ces équations , « serait 
donné par le ‘diviseur Commun des deux résultats, égalé 
à Zéro Élém., 189). Or, en nommant — z'l' une.des ra- 
cines négatives dé l'équation (D) ; cette racine expri- 
merä ‘le quarré de la différence entre les deux, racines 


imaginaires comprises dans Ja formule a+ ue b Wa 1. et 


Lons aura par. conséquent | tout RE ste frs 

RTS 0H Ô 2 ge {hs 07 ; HO S9 9 12 

où: loup asiisnise 1.06 49/4009 3) mia 
ASE 2 VOST LS HBATIOE 8 


19 19 HG 
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BE». 
De Pexträction des racines des quantiiés en parlie 
commensurables et en partie incommensurables. 


47. On a vu dans les numéros 29 et 31, combien 
il pourrait être utile de savoir quand une expression 
compliquée de radicaux est une ‘puissance parfaite ; 
aussi les analystes se sont-ils occupés de la recherthe 
des caractères auxquels on reconnait ces puissances. 


Soit Va+yb +4/b; l'expression a +8 ne peut être 


que le quarré d’une autre de cette forme, W/4+V/B, 


dans laquelle se trouve comprise celle-ci, 4:44 B, en 
supposant que 4—= 4°?. Cela posé, on aura 


a+VbB=(VA+VB) =A+8B + 2/48; 
comparant d'un côté la partie commensurable, et de 


l'autre la partie incommensurable, on formera ke deux 
équations 


a—=œ A+ B, V/b—2y 48 ; 
quarrant de nouveau , il viendra 
di 4 +04B LB, b—4AB;s \. 
retranchant la seconde équation de la première, on aura 
drb=A—24B+ 2; | 


et prenant enfin la racine quarrée de chaque membre de 
cette dernière, on en conclura 


V&—Bb— À — B. 


Si l’on combine cette équation avec a— 4+ 8, ünen 
türera les valeurs H3 


AZ=;a+s Va, Ba: Va — D, 
d' après lesquelles les quantités 4 etiB.ne peuvent. être 
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rationnelles comme onle suppose, à moins que a —bà 
ne soit un quarré parfait. 
Soit, pour exemple, V9 + V/48 ; on aura 
a—=7, b—48, &@ —b— 49 — 48—1, 
A=5t+3:—4, B= 7 — 3 —=8, 
VA+ VB =Vi+ VE = 2 +V8 


Soit encore l'expression littéraie 


V'4mn + 2(m + n) (m— n)Y—1» 


équivalente à 


Vämn+V 4m +n) (nn) ; 
il viendra, pour cet exemple , 
a—=4mn, b=—4{(m+4n) (m—n), 
— b= {mi + 8m°n° + {nf = A(m° + n°}?, 
V/ 4 — V/emn+m*+n?, V/B—=V/2mn—m—n?, 
VA+VB=V(m+n) +V/(m—n) Xi: 
=m£bnt+(m—n)V 1 


Enfin si l’on avait 


Vm: — mn+in+oV/mn—emnr Fra mn » 


on trouverait 
V/mn+ V/m° — 2mn + 5 n°. 


Quand , au lieu de Va +ÿ/5, on a Va—v6, 
il faut prendre W4—V/B, 4 et B conservant les 
mêmes valeurs que ci-dessus. 

Dans ces deux cas, la racine cherchée est double, 
comme toutes celles hi second degré ; car on a Gad 
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le premier cas, 


+V4+VB, ou —V4—VB, 
et dans le second, | 
EVA UV A, où VA <LVR. 


48. Je vais chercher actuellement les cas où il est 
possible d'extraire la racine cubique d’une expression 


de la forme a+4/b. Pour y parvenir, il faut décou- 
vrir la forme que l’on doit donner à cette racine. On: 


ne peut supposer qu’elle soit W4+Y F, car le cube 
de cette quantité étant 


AVA+SAVB+5BVA+BVE 
— (4+31)VA+GA+B)VB, 
contient deux radicaux quarrés essentiellement différens, 
Il n’en sera pas de même de la forme 4+VB ; 


mais pour Ja généraliser un peu, j'écrirai 
. — 3 a 
”  (4+V8)Vc: 
son cube sera alors \ 
C(A +34 VB +34B+ BV D). 
En comparant la partie rationnelle de cette expression 


avec a , et la partie irrtionnelle avec VD, je trou- 
verai les équations 


a—=C(4#+534B), Vb— C(34°+ B)V B; 
quarrant l'une et l’autre , j'obtiendrai 


= C( A+ 6AÏB+ 94:B), 
vb = C(94fB+64°B + B5); 
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d’où je conclurai ' 111088 Fier 2 
PP y GABA (AD), 


et par PE IE 


La lettre € étant indét en el on peut en disposer 
pour que la quantité (a? — b) C soit un cube parfait ; 
lorsque cette détermination sera LEE on aura, en 





faisant pour abréger ——— v@—Dc sn > l'équation 
AB —=<c, 
d'où B— A —0c; 


substituant dans l'équation a — C(4° + 3AB) . 
viendra 


4CA —3cCA — a—=0. 


Cette dernière aura nécessairement une racine com— 
mensurable, si À et B sont rationnels. 


En prenant pour exemple la quantité 2 +11 —1 
du n° 29/, il viendra 


a—90,11W/—1=ÿb, où b——191, «—b—105, 
A — B— SV 135 C C: 


Le nombre 125 étant un cube parfait, on ER faire 
C=1, et on aura 


c—5, A—B—5 et 44—154—9—0. 


L'équation en 4, ayant pour diviseur commensurable 


> 
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A — 2, donne | 
A 92 ; 
puis on trouve 
d’où il résulte 
| Mo dr 
Vo+uiy—i=2+y/Zx 


on obtiendrait er le même procédé, 


ny —- = 2 —f/—1. 
Soit encore la quantité Bo +30 V3, qui donne 
a—52, Vb—303, aa D— 
* | JC 
4—B= Vic. 


Là 


* Ici, pour rendre 4C un cube parfait, il faut faire C2; 


il vient ensuite 
AÆ—B—=1, 84° —64—659—0o. 
Maintenant, si l’on pose 24— y, on aura l'équation 
3 —53y—b2=0, 
Xon y— — 4 est un diviseur, et l’on arrivera enfin à 
Y—4, PR 9 B=53, 
d'où 
$ —_——— 3 
…__. V52+30ÿ/3—(2+y3)V2. 
49. Ces ‘exemples suffisent pour montrer comment on 
peut parvenir à extraire une racine quelconque d'une 
expression irrationnelle donnée. La difficulté consiste à 


deviner la forme sous laquelle cette racine doit se pré- 
‘senter ; et lorsque cette forme est trouvée, et qu'on en 
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compare la puissance ayec l’expression irrationnelle 
proposée, on obtient des équations en nombre égal à 
celui des indéterminées, et qui doivent conduire à une 
équation finale ayant les diviseurs commensurables. 


Ainsi, pour ramener à la forme (4 +V 5) VC 








a+Vb=C(4+V8)", 


équation qui se partagera dans les suivantes : 


l'expression Va+ Vb, on aura | 
| 


ao ar" gp no=nn-2 NT) pp 


Vb= (a V FA) ass V'B+ ete. 
D'après ces valeurs , il est visible que 
a} C{(44+V 8) +(4—V5)}, 
Vb=:C{(4+V 8) —(4—y5)}; 
et comme 
bi C{ (44 V BŸ"+2(4—BYH(A—V B)" 
—(4+V Cr Ce vB)"} 


on aura, ADFES les réductions, 





a’—b—=C(4°—B), ou 4° —B— IR 


Il faudra donc premièrement , par une détermination 








g— une Puis- 
sance exacte du degré n; lorsque cette condition sera 
remplie, on aura une valeur rationnelle de Z, qui, 


substituée dans l’expression de À, devra conduire à une. » 


re 
convenable de ©, rendre la quantité 


rs. 
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équation ayant des diviseurs commensurables, si 4 peut 
être rationnel. 


De l'abaissement des Equations. 


bo. Il y a des circonstances où une équation peut 
être ramenée à un degré inférieur à celui sous lequel 
elle se présente; cela arrive toujours lorsqu'il existe 
entre ses racines des relations particulières, ou qu’elle 
devient divisible par un facteur rationnel. La recherche 
des caractères auxquels on reconnäît qu’une équation 
est susceptible d'abaissement, et celle des moyens d’ef- 
fectuer ces abaissemens , font partie de la résolution 
des équations ; c'est pourquoi j'en traiterai succincte- 
ment ici. : 

Je supposerai d’abord qu’on ait l'équation 


xt + pr? + gx + rx Hs —=0, 


dont les racines soient représentées par &, b, cet d, et 
qu'on sache qu'entre deux de ces racines il existe une 
relation indiquée par l'équation ma+nb=k,m, net k 
étant des quantités connues: on pourra trouver a et b 
d’une manière fort simple; car a et b étant les racines 
de l'équation proposée, on aura 


af Æ pa + qu + ra +s—o, 
b5 Æ pb + qb? + rb + s — 0; | 
mais si de la dernière de celles-ci on élimine b, au 


moyen de l'équation ma + nb—k, l'équation résul- 
tante devra nécessairement s’accorder avec l’équation 


+ pi + qq +ra+ks—o; 
et puisque l’une et l’autre seront satisfaites par la même 


L ? 
valeur de a , elles auront un facteur commun qu’on ob- 
tiendra en cherchant leur plus grand commun diviseur, 


108 COMPLÉMENT  \ 


et qui fera connaître la valeur de & (Æ/lém., 189) : on 
trouverait b de la même manière. Il convient d’observet 
que dans le cas où les deux racines & et à entreraïent 
semblablement dans la relation donnée, ce qui arri- 
verait si l’on avait m—n, d'où il résulterait 


im(a+b)=k, 


le. diviseur commun dont je viens de parler monte- 
rait au second degré. La raison de ce fait est facile à 
apercevoir ; car algrs, soit qu'on élimine a, soit qu'on 
élimine b, on tombe sur des équations semblables, et 
qui par conséquent doivent conduire à une équation 
donnant en même temps l'une et l’autre de ces incon- 
nues, Où ayant deux racines. 

* Stlatolatioh proposée était /a + mb=nc=k, on y 
joindrait les équations 


af + paf + qu + ra + s — 0, 
b& + pl$ + qh + 7b Es = 0, FA 
ct + ps + ge + re + s = 0; 


et éliminant, au moyen des deux dernières, b et.c de 
l'équation /a + mb<Ænc—k, on parviendrait à une 
équation finale qui, ne renfermant plus que &, aurait 
nécessairement , avec af pa + qa + ra+s—=o,. 
un diviseur commun qui déterminerait a : On trouverait 
b et c d’une manière semblable. Si l’on‘avait /— m, ce 

qui changerait la relation dounée en. /(a+-b).4+ nc =k, 
comme il serait indifférent d'y écrire.a pour..b, ,et .b 
pour.@, le diviseur commun qui donnerait #, donnerait 
aussi b, et serait par conséquent du deuxième degré. 

Enfin, dans le cas où la relation donnée serait..... 

l(a+b+c)=k, les trois racines à, bd, e entre 
raient dans le même diviseur, commun ; qui serait pAr 

conséquent du:troisième degré, 
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Ce qu'on vient de lire par rapport à l'équation dn 
quatrième degré et à des relations exprimées par des 
équations du premier, peut s'appliquer à un degré et 
à désrelations quelconques ; et on en cogclura qu'il faut 
traiter chacune des racines qui entrent dans la relation 
donnée commeüne inconnué distincte, former les équa- 
tions résultantes de leur substitution dans l'équation 
proposée , et joindre ces nouvelles ‘équations avec celle 
qui éxprime la relation donnée, puis éliminer ensuite 
toutes les inconnues, hors une, que l’on conservera en 
même temps dans deux équations , lesquelles admet- 
tront par conséquent un diviseur commun , qui, sniyant 
le degré dont il sera , fera connaître une ou plusieurs 
des racines comprises dans la relation donnée. 


51. Je- prends pour premier Fr omple l'équation du 
troisième degré , 


D + pat — fr gp=o, 
et je suppose que l'on saché d'avance que parmi ses 
racines, il y en a deux quirsont égales , mais dé signe 
contraire : en nommant g et b ces deux racines, on 
tirera d’abord de “équation proposée, ; 


& + pe — ga — gp 
| DH pb — gb — gp. | 
La relation donnée entre a et b fournit de plus cette 
troisième équation, b—— «, en vertu, de laquelle la 
seconde devient . 
| —@ à pas + ga—gp=0o, 
ou: en changeant tous.les BH la fois. et:metiant x 
pour @, fi SN 
Fe PARTIE En ni flREsr ee à PE LT 
:Cherchant ensuite le diviseur-comimiün à cette dérnière 


O0, 


É | 2 


Oo, 


7” 
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équation et à la proposée, on trouve 
x? — qi 
ce qui donne 
WW 2 —q =0; 
ou 


T=+g et x—=—4. 


Le diviseur est du second degré, car la relation b=——@, 
équivalente à a + b —0, demeure la même lorsqu'on 
y change a en b et b en a (bo). 

La question précédente aurait pu se résoudre de cette 
autre manière : le facteur qui renferme les deux racines 
a et b étant x°— (a + b)x+ ab, devient x° — a°, 
lorsqu'on y suppose, d’après la relation donnée, b——0a; 
il faudrait donc, si a était déterminé convenablement, 
que l’équation proposée fût divisible par .x°—a°. Or, 
après ayoir poussé la division par ce facteur aussi loin 
qu'il est possible, on a pour reste | 


—(g° — ax — (jp—&p), 


quantité qui , devant être nulle indépendamment de x 
(Élém., 210), donne ; 


g—d—0o, j’p—dp=0; 


la seconde de ces équations est identique avec la prez 
mière , dont on tire 
g—=a, 
et par conséquent, 
D? mm 2 == DL meme g°, 
comme ci-dessus. 

Il sera facile, avec un peu d’ättention, de réconnaître 
que cette dernière méthode, généralisée convenables 
ment, doit résoudre toutes les questions relatives à l’a 
babseient des équations. 
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52. Si les deux équations g*— a*=0 et g’p—ap=— 0 
ne s'étaient pas trouvées comprises l’une dans l’autre, 
l'équation proposée n'aurait pas été divisible par un 
facteur de la forme x°— «*, et il n’y aurait pas eu 
par conséquent entre deux de ses racines la relation 
qu'on supposait exister ; mais si les quantités p et q, ou 
en général les coefhiciens de l'équation proposée, eussent 
été indéterminés, on aurait pu les déterminer de ma- 
nière à satisfaire à cette condition, Les mêmes circon- 
stances se rencontrent dans le premier procédé, car on 
pourrait éliminer a et b des trois équations 


Œ + pa — q’a — gp = 0, 
DS Æ pb? — gb — gp — 0, 
a +b—=o, 


et il existerait encore une équation entre p et q, qui se 
trouverait identique dans le cas actuel, parce que l’équa- 
tion proposée satisfait à la condition donnée, mais qui, 
si cela n'avait pas lieu, exprimerait la relation qu’une 
pareille condition suppose entre les coefficiens de l’équa- 
tion proposée. / 

53. On a vu dans le n° 205 des Ælémens , que lors- 
qu’une équation avait des racines égales, elle était sus 
ceptible d'abaissement ; c’est aussi ce qu’on pent prouver 
par les considérations précédentes, 

L'équation xf+pzx*+qx?æ+rz+s—o, par exemple, 
fournissant , entre deux quelconques a et b de ses ra- 
cines , les équations identiques 


at + pa + q@ + ra + s 
BE + pl  qùt + rh 


conduit à 


di bi p(ar— 0) q(at 8") + r (a —5) = 0 : 


9; 
O y 


Il 1 
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divisant ce résultat par a— b, on aura l'équation 


CA M ax 2 Li 
qui devient : 
Ja + 3pa° + 2qga+r=o, 
lorsqu'on suppose a == b : il faut donc que, dans cette 
bypothèse, les équations 
dé + pas + qe + ra +s—=o, 
MU An + 8pa* + 2qa+r—0o 

aient entre elles un diviseur commun. En suivant cette 
voie , on parviendrait, avec le secours de la proposi- 
tion du n° 158 des Elémens, au résultat du n° 205 du 
même volume. 

. On peut encore trouver lès racines égales | en con- 
sidérant qu'une équation qui à deux racines égales est 
nécessairement divisible par un facteur de la forme 

XL? — 24x +&;: " | 
par un facteur de la forme 
À = 5x? + Gex — 6, 


si ellé a trois racines égales , et ainsi de suite. 

On parvient à un résultat plus élégant et plus géné- 
ral, en cherchant ce que devient alors la fonction dé- 
salée par (4). dans le n° 4. 

Si l'équation proposée est de la forme 


Ga)" (r—D (e—9....x @—9 (20, 


c'est-à-dire si elle a 7 racines égalés à @, P ELLE à D, 

g égales à c, etc., la fonction (4), qui exprime la somme 
des divers HUbens qu’on obtient en divisant l'équation” 
proposée par chacun de ses facteurs du prémier degré, 
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devient visiblement égale à 


n(a—a)" 1 (x—bÿ (x—c}....... (x—g)(x—h) 
+p(x— a)! (x—b}P! (x—c) Me di SRE (x—2) (x—h) 
ee g(x—a)" | (x—b}P (x—c)T 4 Fat .(x—g)(x—h) 
+ {LE ST EM doedr 

+ (a—a)"  (x—b) (x—c).... 1. (xæ—p), 


en observant que les facteurs égaux donnent le même 
quotient , répété un nombre de fois égal à leur degré de 
multiplicité; et l'on reconnaît, à l'inspection de cette 
quantité, que tous ses termes ont, pour facteur com- 
mun , le pros 


(x — - a} (x — db}: (x —c)1"1, 
Mais si l’on qubstitue dans l'expression de la fonction CA) 


les valeurs trouvées pour les coefficièns qui y multi- 
plient les diverses puissances de x, elle deviendra alors 


mr (m—1)PArT? Æ (im — 9) O2"... HT; 
il suit donc de là que , quand la proposée aura la forme 
qu'on lui a supposée plus haut, lés deux quantités 
a Pari LE Oum. Tr LU, 
MAMIE (m1) Parma) Qrrs + 7), 
auront pour diviseur commun le produit 
(c— a)" 7 (x— bPTE CDS)... 
qui renferme tous les facteurs égaux, élevés à un degré 
moindre d’une unité que dans l'équation proposée. 


54. L’équation 
2$ + pas + qui + ra$ + qu? Æ px + 1—=0 


offre un exemple du cas où la forme même de l’équa- 


| tion proposée fait découvrir une relation entre ses 


 Compl. des Elém. d'Alg. 8 
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1 
racines. pue demeure la même lorsqu' on y met a au 


lieu de æ, , etse trouve seulement écrite dañs un ordre 
invérse; il faut donc conclure-de là que si à est une de 


ses ratiriés', 2 en en est une autre. En nommant c une 
racine Hifésente dés detf précédentes , ellé aura en- 
coré une correspondante = on et enfin é étant uñé racine 
distincte des ae que je viens d'indiquer ; donnera 
une sixième racine = On voit par là: +2 si l'on désigne 


par a, bP'ce de f les six racines de la proposée , 
on aura entre nes lé$ relations suivantes ; 


PE Te pps ce “ÿ 
Il n’est pas nécessaire d'éniploÿis ici Je (précédé dû 
. n° bo; car il est évident qu'en combinant chacune. des 
racines &, C, e avec sa. correspondante, pour en former 


un Hotte du second degré de la proposée , on aura ces 
trois facteurs : 


f 
c? 
io 


IF 
a: 


où £ ©Tüb: 


{4 


x — = (a + ". + Lu, | 
v10 uoôy tros 
Pan MORE NE 
; 1e AE à 1 x 
7 Pro Ter) ou 
dans lesquels il n'y a d’inconnu que 1é coëéfficient du 


second terme: Si donc on le désigne. par #; l'inconnue 
z ne dépendra que d’une Faute A troisième degré, 


dont Yes racines séront & es 3, € += lé re Pere 


WO) 
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ces fonctions ne paraissent pas d’abord renfermer toutes 
les permutations que leur forme permet de faire entre 
les racines , il est facile de s'assurer que celles qu'on 
néglige n'en sont que des répétitions. En effet , en ne 


supposant aucune relation entre ajb,c,d,e,f,on 
aurait 


» 


7 . 1 { 
d'+ 4% € x € ax 5e 


1 
‘e 
TE NMANAER TRE Li: 

a 2 niv HE Se x hdi Lite Sept 
mais puisque , dans l'hypothèse établie , 


1 be 7 PRE | 
| b —= - PET FF — 
a C 


Lu 
| e’ 
les fonctions dé la seconde ndéviehd ent égales à celles 
de la première, et par conséquent l'équation du sixième 
degré, qui donnerait ces six fonctions pour le cas géné- 
ral (8), doit s’abaisser ici au troisième degré (58). 


55. On peut former cette dernière très simplement 
en divisant f par x tous les termes de l équation proposée 


x + pa + qri + re + gr + px Rio. 


et en, réunissant ceux qui sont également éloignés des 
extrêmes , ainsi qu’ on Je voit ci-dessous : : 


x + + a +P(e ILES DANCE Dre oc 


Maintenant , Si l’on _ EN san - 22, 07 aura 


ÿ dquus T° Y 
| 
— 
A 
: y j 1330) 


ou x? 9 42 : 
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dont on tirera 


1 
LH — —7 —0; 
x? | 1 


1e 
| ( + 2) 2" 
donnera 


va OR en Re: 5 
242 R6È + EE) =; 


puis. 


et mettant zau lieu de a+, il viendra 
2° + # = 2 = 32. 
cé 
Substituarit ces valeurs dans l'équation 


+ + p (2 + +=) +a(e +2 Lire 
on trouvera 
1 SHpr Lg —3)z +7 2p = 0. 
Lorsqu’oi on aura déterminé z par cette équation , il ne 


restera plus, pour obtenir les racines de la proposée, 
qu'à résoudre les trois équations du second degré 


Lai =0, 2=z'x io, x zx trio, 


dans lesquelles z', 2°, 2” A les trois valeurs 


» 


de z, et qui sé Aédaent de += — —=Z4 

Si l'équation proposée était DR af + 1 0, 
il viendrait à 

—3z— 0, d'où 2—0,2—+ÿ53, 

et ER L'— x V3h=, x +xV/341—0o. 

Pour xf+i—=o, on trouverait 

00) 2200 V’2 A 
x xWf24ti—o, x+xV2+ti—o. 
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Les remarques précédentes , sur l'équation 
25 pas + qui re qu pr+tio, 
conviennent à toutes les équations dans lesquelles les 
termes placés à égale distance du premier et du dernier, 


ont les mêmes coefficiens, et qu'on appelle équations 
réciproques, parce qu’elles ne changent pas lorsqu'on y 


L1 1 . 
substitue — au lieu de x. 
x 


b6. Soit l'équation générale d’un degré pair 
D PR QE ee qe px H1=0 ; 


on la divisera par x”, et réunissant les termes également 
éloignés des extrêmes, on'aura 


x" + Cr Cr +...=0. 


1 LL . 
On fera encore x + 25 et il ne s'agira plus que 








d'en tirer successivement les valeurs des fonctions 
1 SE M 1 A0 . 

Mn dirais Pure 
or, C’est à quoi l’on parvient sans peine en observant que 


(e+ 2 Xe+ Le Mu gg D x? 


car on tire de là 


PRE E = (+ ii — \.. (4, 


relation au moyen de laquelle l’une quelconque des 
fonctions ci-dessus se déduira des deux qui la précèdent. 
En partant de 








1 
x += —=3z 
Te 
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et faisant n—=1, 2,3, 4, etc., on trouve 


Re Me ST 0 70 
at + == À 42 Lo, 


25 + — — 25 — Bz8 LE 57, 
etc. M nb de 
1] est évident, par la marche de ces expressions, que l’é- 
quation proposée du degré 2m sera ramenée au dégré m. 
Si elle était d’un degré impair, par exemple, 

æ PT Pt qui gé +pr+iso;, 

on l’écrirait comme il suit : 
a hi + pr (x +1) + gr (x H1)—=0, 
ce qui ferait voir qu’elle serait divisiblé par x'+ 1 ; et 
la division faite, on aurait pour quotient, | 
+ (pi) (pq —1)et (pit 0, 


équation réciproque du quatrième degré. 
Il seraifacile d' opérer sur toute. équation réciproque 
de degré i impair, comme sur celle du cinquième degré. 
‘Un examen approfondi de la série des valeurs de 


I # 4 \ .! 
LÉ x : apportées précédemment , en a fait conclure 


3 ds) 


par induction à 
DE er ne lunte purs UMTS, zh A? 50) zn6 
be — 5) (n — à (a Dors. SR 


etc. ; 
1.953/4 es 
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et rien n’est plus aisé que de le vérifier au moyen de 
l'équation (4); car en y substituant ce développement 
et celui qui en dérive, lorsqu'on change n en n—a1, 
puis réduisant ensemble tous les termes affectés de la 
même Loan de z, il viendra” 


nt Po rm), Cr) (=) a} 
a+ É + 3 SL AS CAR 


résultat 4 n'est autre que ce que en VER 
1 LP nr | 4 
. de x° + Ta quand on y change nennHi,edoù 


il suit que-la loi indiquée, ayant lieu pour les valeurs 
n—=4.et n=5, par exemple; aura lieu lorsque 2—6, 
et ainsi de proche en proche , pour un nombre quel- 
conque entier et positif. Bien entendu aussi qu'on ne 
poussera pas la série jusqu à ce que l’exposant de z y 
devienne négatif. 


57. Ce qui précède s'applique à l'équation 
PUITS + JS. + +y+izo, 


déduite de l'équation y"—1=0, divisée par y—1, et 
qui renferme les m — 1 racines de l'unité , différentes 
de 1 (Elém., 159). Il:se présente d’ abord deux cas à 
examiner , savoir, celui où l’exposant .m.est pair, et 
celui où il est impair. 

Dans le premier, le nombre m—1 étant impair, 
l'équation y"T' + y"? etc. — 0. est divisible par 

y + 1,.et donne pour quotient une équation réciproque 
-" degré m—2, laquelle se ramène à une équation en 





z du degré . On peut aussi parvenir immédiate- 


ment à l'équation du degré m—2 en y» en observant 
que , puisque la PuIancé m est paire, on satisfait 
à l'équation y"—1—0, en faisant y = + 1, et que 


\ 
etc. , 
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par conséquent cette équation est divisible par 
CYCY ET) = YEN 
Lorsque m est impair, l'équation. DO R 
4 7 + y" + etc. = 0 est, réciproque. et de de- 


gré pair, et l’on en tire une équation en z du degré 
M —1 


À 

De ces deux cas, le dernier est le seul auquel il soit 
nécessaire de s'arrêter, puisqu'il suffit de connaître les 
racines de l'équation y" — 1 = o, lorsque m est pre- 
mier, et par conséquent impair, pour obtenir celles des 
autres équations de ce genre (17); mais comme Ce n’est 
qu'en s'appuyant sur certaines propriétés des nombres 
premiers que l’on peut résoudre l'équation du ‘degré 
m — 1, qui contient toutes les racines imaginaires de 
la ptétédente , jen renverrai la recherche à la fin de 
cet Ouvrage, où je ferai connaître la découverte remar- 
quable de M. Gauss, sous la £ forme simplifiée que lui a 
donnée Lagrange (*). 


58. Les équations ab—1,cd—1, ef —1,du n°54, 
peuvent être regardées comme n ‘expriindit qu’une seule 
relation commune aux trois couplesaetb,cetd,eet f 
des racines de la proposée. En Sen al oNt ce point de 
vue, on peut se proposer d’abaïsser une équation d'un 
degré pair, dont les racinés, distribuées parcouples, au- 
raient dans chacun de ces couples une relation donnée ; 
et l’on y procéderait comme nous allons l'indiquer. 

Soit l’équation 


24 2 Par Æ QE U—I0} 





(*) La considération des propriétés du cercle donne, pour tous 
les degrés, des expressions des racines de l’unité, qu’on trouvera 
dans l’{ntroduction de mon Traité du Calcul différentiel et du 
Calcul intégral, et dans le Traité élémentaire sur le même sujet. 
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télle qu'on ait entre deux de ses racines a et b une 
équation quelconque commune aux couples c et d, 
e et f, etc.; on fera a Æ+ b — 32, puis substituant à h 
place de b sa valeur z— a, dans l'équation donnée entre 
a et b, et éliminant a entre cette dernière et l'équation 


Ce PONT ER QE. TU —= Oo, 

on formera celle qui doit déterminer z. Mais il est vi- 
sible qu'en opérant de même sur chaque couple de ra- 
cines désigné ci-dessus , on trouvera toujours la même 
équation en 3; qu’ainsi cette équation doit comprendre 
au nombre de ses racines les 7 sommes fournies par les 
couples qui satisfont à larelation donnée; or, ces sommes 
font également partie des racines de l'équation formée 
en prenant pour l’inconnue z la somme de deux quel- 
_conques des quantités a, b, c, d, etc. : cette dernière, 
qui s'obtiendrait par le procédé du n° 8, aura donc 
avec la précédente un diviseur commun du degré n, 
qui fera connaître les valeurs de z relatives aux couples 
désignés ci-dessus (*). 








CT 


(*) La première équation en z peut aussi se former par ses ra 
eines, qui s’obtiennent en faisant passer successivement toutes celles 
de la proposée dans l’équation entre z et a, déduite de la relation 
donnée. Si, par exemple, entre les quatre racines a, b,c, d, on 
avait les relations b= a?, d=c?, on trouverait les quatre valeurs 


z2=a+a?, z2—=b+Hb2,, z2=c+c, 2—= d+ d?, 


dont la première et la troisième seules expriment la somme d’un 
couple des racines de la proposée. ‘ 
Si la relation donnée était symétrique entre les racines qu’elle 
contient , plusieurs des valeurs de z deviendraient égales entre elles. 
La seconde équation en z pourrait à son tour s’obtenir par 
V’élimination de a et de b entre les équations 


z2=a+b, 


a2n + Parn-1,,.,. + 
ban en Pban=s,,, + 
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Lorsqu'on connaîtra z, on aura le deuxième terme 
du facteur du second degré, formé avec les racines a 
et à de la proposée, et qui est 

X—(a+b)xz+ab, ou x— 2x + ab; 
puis, pour obtenir ab , que je représenterai par q, on 
diviseräà l'équation proposée par x? 2x + q, et quand 
on sera parvenu au reste, on égalera séparément à zéro 
les deux termes de ce reste (Elémens, 210) : les deux 
équations qu’on se procurera ainsi, ne renfermant que 
la seule inconnue g, doivent nécessairement avoir un 


diviseur commun, dont on tirera la valeur de cette 
inconnue. 


bg. De même, si l’équation proposée était du degré 
8n, et que ses racines fussent assujetties, trois par trois, 
à une relation donnée, c’est-à-dire que cette relation 
ayant lieu entre les trois racines a, b et c, subsistât 
aussi entre d, e et f, et ainsi de suite, on ferait 
a+ b+c=—2; et mettant pour c sa valeur z—a— b 
dans l'équation qui exprime la relation donnée , on éli- 
minerait ensuite a et b au moyen des équations 


an + Par + Qam.... + Ù 
bin ph DE Obs... U 


résultantes de la substitution de a et de b au lieu de x 
dans la proposée. L’équation finale en z contiendrait 
toutes les valeurs des sommes a+ b+c, d+e<+f, etc. 
dont le nombre est n, et qui feraient également par- 
tie des racines de l'équation formée en prenant pour 
inconnue la somme de trois quelconques des quantités, 
a,b,c, d, etc. Cette dernière et la précédente auraient 
donc un diviseur commun du degré z , comprenant seu- 
lement les sommes des racines dé chacun des groupes 
désignés ci-dessus. 


0; 
O; 


Il 
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Lu ensuite le facteur 
— (a+ + c)x° + (ab + ac + bc) x — abc, 
"a par les trois racines a, b, c, et mettant z au 


lieu de a+b+c,gq au lieu di RUE be. et r 


pour abc, il viendrait 
x — 22° = Q% cg Le) 


facteur qui devrait diviser exactement la proposée si q 
et r étaient connus. En égalant donc à zéro le reste, 
qui serait composé de trois termes, on aurait entre les 
deux inconnues g et r trois équations; et par l’élimina- 
tion , on parviendrait à deux équations finales entre la 
même inconnue r : le diviseur commun de ces équations 
donneraït r. 

Il y aurait beancoup de remarques importantes à faire 


‘sur cette partie de la théorie des équations ; mais je ne 
puis m'y arrêter. J’observerai seulement que l’abais- 





sement a liéu, en général, lorsqu'on obtient entre les 
inconnues d’un problème possible k plus d'équations 
qu'il ne renferme d’inconnues, ce à quoi lon parvient 
souvent en considérant le problème proposé sous plu- 
sieurs facés ; on trouve alors entre une même inconnue 
deux énuationg finales qui, devant s’accorder entre elles, 
ont un diviseur commun duquel on tire la solution la 
plus simple dont le problème proposé soit susceptible. 


60. Toute équation qui peut se décomposer en deux 
facteurs, s’abaisse nécessairement par ce moyen; il est 
donc utile de sayoïr reconnaître quand cette décom- 
position peut s'effectuer. Le procédé indiqué dans le 
numéro 210 des Ælémens, et déjà rappelé plus haut, 


| suffit pour obtenir l'équation finale de laquelle doit 


dépendre la décomposition d’uré autre en deux fac- 
teurs de: degrés donnés ; mais je vais revenir sur cette 
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recherche, par une méthode plus simple, fondée sur les 
nedérations du n° 183 des Ælémens. 


Soient « , 8, y les trois racines de l'équation 


x + Px + Qx+R—=Oo; 


elle sera nécessairement le produit des facteurs x —*, 
x — B et x —7y. Si on la décompose en deux facteurs 

x°+ Ax + B et x + 4", il est évident que le premier 
doit comprendre deux déelo ao des facteurs rap- 
portés ci-dessus, et que x + 4” est identique avec celui 
qui reste. Mais on peut combiner les facteurs x — à, 
x—£, x—"7, deux à deux de trois manières différentes; 
ainsi l'équation proposée pourra subir trois décompo- 
sitions distinctes : et comme rien n'indique celle qu'on 
cherche en particulier, elles doivent se trouver com- 
prises toutes dans le résultat qu’on obtiendra. 

Si l’on multiplie Pun par l’autre les facteurs x + 4x+8B 
et x +4", et que l’on compare le produit à la proposée, 
on trouvera, pour déterminer les coefficiens 4, B et 4”, 
les équations 


A+ A =P; BLAA TE Q, et WA BE=R. 


Quelles que soient, parmi les inconnues 4, 4’ et B, les 
deux qu'on élimine , on arrivera à une équation finale 
du troisième degré. 
Cette dernière peut aussi s'obtenir & priori ; car si 
c'est 4° qu'on cherche, la question revient à trouver 
l’une des racines de la proposée, puisque x + 4'= 0 
donne x=—— 4"; on doit donc rencontrer pour équa- 
tion finale celle qu’on obtiendrait en changeant x en — 4” 
dans la proposée : si c’est À qu’on cherche, ce coelli-. 
cient , dépendant de la somme de deux quelconques 
des racines de la proposée, a nécessairement trois va- 
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leurs, qui sont — (4 + 8), + (a + y) ; —(B+ y), 
et, par conséquent , il est égal à à —z dans l'équation du 
numéro 8. Pour parvenir à l'équation en B , il faut ob- 
server que Best le produit” ‘de deux do tcod aies des 
racines de la proposée , et qu’ainsi B a trois valeurs, 
savoir : 48, «y, Ry ; multipliant donc entre eux les trois 
facteurs B— 48, B—ay, B — By, et chassant les lettres 
æ, B, 7, on aura l'équation demandée. De quelque ma- 
nière qu'on opère, on n'obtient dans ce cas qu’une 
équation du troisième Le aussi difficile à résoudre 
que la proposée. = 


61. Soit maintenant l’ Fos M bio degré 
ti Pas 4 Ox° LRr+ÆS ep 
ayant pour racines æ, B, y et à; la décomposer en deux 
facteurs x +-Ac + Bet x°+ A'x + B', c'est com- 
biner deux quelconques-.des quatre Factébrs X + à, 
x —R@,x—7y, x—d),.ce qui peut se:faire de six ma- 
nières différentes. Aussi, en cherchant à déterminer par 
la comparaison du. produit des facteurs x°+ 4x + 5 
et  L 4x + B', avec la proposée , les Coefliciens À, 
B, 4'et B', trouvé-t-on, après élimination de trois 
sega ques d'éftre eux, que l'équation finale d où dé- 
pend le quatrième est du s sixième nr cs 
En effet, le produit: box} — 
x# + (4 + Ar Fi (B + DE AA B' Ps 
+ (4B + 4B")x + BP, 
comparé terme à LT" S avec 
at + Ps + Qz° +RE+S, 
donne les équations à 
Yi CAX A = P, | | 
of olio6t © B' + AA' + B'— a£ 
toldri AB SAP EE AR 
BB) 
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On tire de la seconde et de la troïsième, 
A(Q0—A4A)—R 


MEN =D ar à. 
PARLE TENT) 
Arkia 


\e 


Mais la première donnant ”_—. P—'A;, On aura 
ALTO CEE AIR, | 


Pa” 5 9 dm LD RS | 
ne m4) 10 Ale 4, 
. 2A — P | 


et substituant ces valeurs dans la quatrième, on obtien- 
dra, après les réductions, 


AS _3p + (GP + 20) A PUP-4O)A a] 
H2P°QO+PR4+OQ!—4S)4—P(PR4+Q— RPM le (D 
+POR= — PPS R=6. 

Cette équation pourrait aussi se déduire immédiatement 
de la formation des coefliciens A, 4’, ie 15, 
no des racines de la proposée. 

À, par exemple, étant la somme de deux quelconques 
des racines æ&, 8, y, d, a les six valeurs suivantes : 


Da$9, —C+MPCRO 

GE pr. = 6 +R ee) 
B en a pareillement six ‘qui sont | 

8, ay, | dd, 
PAR vd: | 

et les équations qui doivent donner 4 et B* se foriieron 
comme il a été indiqué dans le n° 8. Il est facile de 
voir que les équations en 4! et B':seraient semblables 
aux équations en et B. 


À 
| 
Ù 


D um or 4 — "=. 
ES EEE 
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Au reste ; quänd 4 ét B sont connus, on a 
LS p'é 4, 


127 


Il est remarquable que la süpposition de P == o fait 
disparaître tous les termes affectés des puissances im- 
paires de À, dans l'équation (R), qui par là devient 
résoluble à la manière de celles du troisième degré. Les 
commençans verront sans doute avec plaisir la cause 
de cette simplification. 

L' équation proposée se réduisant alors à 


%t HR Qx + Rz+S—=o, 
où étant sañs second terme , il faut que la somme de 
ses racines, fant positives bn négatives ; soit nulle ; 
C Abd dires que la somme des unes soit égale à celle 
des autres ; abstraction faite du signe ; on aura donc 


niet: 8 RAA + À — 0, 
d’où Fon voit que 
“RER 
L'HS t+y—=—(@+d, 
ét que par conséquent , dans cètte hypothèse, trois des 
valeurs de À sont respectivement égales aux trois autres 


prises avec un signe, contraire. Il faut donc que l’équa- 
tion en À soit de la forme 


AS & bA* 4Æ dA? +f= (e) (Et, 208). 


62. Sans sapposer P—0o dans l'é équation (R), il suffit 
d’en faire disparaître le second terme ; tous ceux de 
degré impair disparaîtront en même temps, ce qui la 
réndra encore résoluble à la manière du troisième degré. 

« En effet, le coëfficient du second terme de cette équa- 
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tion , étant la somme des valeurs de 4 prises avec un 

signe contraire, sera, d’après ce qui précède, égal à 
(Ba + 38 + 3y+3d), ou à —3P, 


et pour faire disparaître le second terme , on fera 
| P à. 
A= A" + — (Elém., 209), 
P 


A"= À — —; 
2 


ton ta 
mettant pour P sa valeur, et substituant successivement 
chacune de celles que doit avoir A, on trouvera ces 


résultats, 


a LOU ER à, 
(ei), AT TES 1h nent ta 
— +0) qe SR eeEr où Rs (3) 
D ho TI 0 
{8 FORTE he x — À _(e) 
À RNA PET re à 


parmi lesquels ceux sont suivis des mêmes chiffres 
ne différent que par le signe. Les’six valeurs de 0 
seront donc deux à deux égales et de signes contraires, 
et par conséquent l'équation en 4” ne renferméera au- 
cune puissance impaire de cette inconnue, 

L’équation qui donnerait B serait, dans toutes les 
hypothèses, du sixième degré et CombIEE 

On voit, par ce qui précède, que l'équation du qua- 
trième Huie peut toujours s’abaisser à une du second, 
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àu moyen de la résolution d’une du troisième. Les coef- 


ficiens des facteurs x° + 4x + PB et x° + A'x LB 


étant déterminés , la résolution de ces facteurs, com- 
sidérés comme équations du second degré, dénnetd les 
racines de la proposée : voilà donc une méthode propre 
à résoudre les équations du quatrième degré, et c'est 
en effet celle que Descartes a donnée ; mais elle est 
particulière à ce degré. Son succès, tient aux circon< 
stances que nous venons de faire connaître, 1 gprés 
Lagrange. 

En général, la décomposition d’une emo dù de- 
gré men facteurs du degré p, pouvant se faire d’au- 
tant de manières qu'on peut combiner les m racines el \ 
nombre p, doit dépendre d’une équation du “RE UE 


À 
m(m—1) met où #6 mer 13 
19:08  p ee NA LÉ da 
si toutefois: m est un nombre Rs car, dans le cas 
contraire , cette décomposition peu 8 Hp plus sim- 
plement d'après la remarque qui termine le n° 27. Pour 
le sixième degré , par exemple , la formule ci-dessus en 


6.5.4 





y faisant p—3, donnerait es 20! tandis que la 


même décomposition peut être ramenée à une équation 
du 10° Se 


63. Ce qui précède rdmène encore à la possibilité de 
décomposer toute équation du quatrième. degré dont 
lés coefliciens sont réels , en deux facteurs réels dû se 
cond, mais par un do qui présente quelques cir- 
constances remarquables. Je suppose , pour simplifier 
les calculs, qu'on ait fait disparaître le second terme 
de cette équation; l'équation (R) devenant 


AS H+2QAT+ (Q°— 45) 4 — R— 0 CR’), 
Compl. des Elém. d'Ale. 9 
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son dernier terme sera essentiellement négatif ; elle 
aura donc deux racines réelles, l’une positive et l’autre 
négative ( Elém., 214). L'expression de B, trouvée 
dans le n° précédent, réduite à 

pus A(Q+A4)—R 
" 24 . 
donnérà nécessairement une valeur réelle pour B, et 
les équations 

d'=P—4, où d=—A, à BE 

en donneront aussi de réelles pour 4’ et B'; ainsi les 
facteurs supposés seront réels. 

Il y a cependant un cas particulier où on ne pour- 
rait les déterminer par les formules ci-dessus. Ge cas 
répond à R=0o; on a alors 

A=oœe B—=3, 
expression indéterminée (ÆElém., 69). L'expression gé- 
nérale de B se trouve en défaut dans ce cas , parce qu'à 
une même valeur de À il en correspond deux de B 
(Elém.; 191). En effet, si l'on reprend les quatre équa- 
tions primitives entre les inconnues À, A', Bet PB, 
on les réduit à 
4=0o, B+B'=Q, BB=S, 

à cause de 4 = 0, de P= 0 et de R —=0; en sorte 
que Bet B'sont les racines de l'équation du second degré 
B=-QB+S=0o, 
et que les facteurs sont par conséquent 

x + D, x + B', 
ou 


DHIQHVIO ES, +10 —VIQ—S: 


RS 
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on les déduirait de même de la proposée, qui devient 
af Qxt+S = 0. 
Ces fnnteuni seront imaginaires,si, $, étant-positive, 


surpasse + Q;mäis ils conduiront à d’autres isgteñrs 
réels. En “faisant, pour abréger, 


reQ=e, 70° —S—=— 0? 7 
et résolyant ensuite les équations | À À 
hate, | tee 0, 


on aura les quatre Facteurs du premier degré : 


x + V—=a—b As (1), «+ NT er (3), 
2 Va TG), 2 = Va #65 


dont, le produit forme la proposée. Si maintenant on 
multiplie entre eux les facteurs (1) et (@); puis (2) et 
(5) 7 en observant que 


VE == Nr vrzn 


on aura deux nouveaux facteurs du second degré, 


PV EAVE Es Ve d” 
. +VeFr 

2 Vives = AE bec *s 
+ Va bi 











qui ; d’après le n° 35, reviennént à 


2 + 2 Va + o0 + VE FT TA) Ë 
2 9 VaV/a + + —2a+VaRE +6, 
et sont par conséquent réels. 
On voit par là que les facteurs FACE degré trou- 


eu 
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vés en 'fremièr liéu, n ‘étaient imaginaires que par] effet 
d'une combinaompect AE facteurs du premier. 
De l'évariouissément des radicaux, et de la manière de 
forrer une équation , AUS on a lexpressibre; de sa 
racine. JE at HSE Gi 
64. Outre les moyens analogues à celui dont on s’est 
servi dans le n° 186 des Elémens, pour faire évanouir 
les radicaux, il en existe un autre qu'il est bon de con- 
naîtré Fetiqui consisté à former en même temps toutes 
les racines de. l'équation d’où.doit. dépendre la quantité 
Da e TE : 
(Pour. prendre: d'abord. l'exemple le plas simple ; soit 
L{ VA; uliest ‘évident que/puisqu' un radical quarré 
peut être afFecté indifféremment du signe + où du signe 


— ;,0n “doit regarder XV A, comime là séconde” 
racine de l'équation d’où dépend la première. Molti= 


pliant les deux facteurs x —4/ 4, x + V4, l'un a 


l'autre, et ‘égalant. Je produitià-zéro , on trouvera. 


ras LA O AE Tel 


AUS fi 


pourl équation rationnelle: à laquelle appartieuta= V2. 


} ctamentm - “à, 


si l'on avait. Rare on Me sucCEVEMeNt 
dans cette. équation. les trois-racines cubiques de e 


aire A (Elém., 159), et faisant; “pour abrégèt,— * 
=I + /—3 D Sol / 8. 


Fame 7 4 
2 JF PUOTIO ab Ci EL 
4 





1l viendrait + “go _ . mb Sy NEA VW: + cg 
LA fa-== VU En 


ce qui donnerait les Fee Ur 1 tostee acc 1 


_& An x — ÿT x — ges 


Le) 
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dont le produit serait 
vä + VA TX — a8A 
“HE | 
ay A À +eVA 
Po. ! 6 Et A 
— BV AT) +asv # | 
Mais puisque 1, « et 8 sont les trois racines de l'équation 
ÿ—1=0, qui n’a ni second ni troisième terme, il 
s'ensuit que | 
1a+8=o, :a+B+al=o, IXaXB—=aB—] , 


et que par conséquent le produit ci-dessus se réduit à 


Î 


x — A—=0, 
comme on devait s'y attendre. 


65. Je passe maintenant à l'expression 


Si dug VAE 

x=V A+VB. | 

Pour obtenir toutes les racines de l'équation de laquelle 

HAL: meg ide 

doit dépendre la quantité VAT V8, il faut combiner 

de toutes les manières possibles les diverses expressions 

dont sont susceptibles les racines cubiques de 4 et de £. 

On formera ainsi neuf valeurs de x, dont on tirera les 
facteurs suivans , 


[a A v'ecua 9! 9h inotiar gi 
x— Va V5, Ge COS Ke + Léa VF, 
ceVAaVR, eV 4er, so Aa Vr, 
z—sV A6 B, 2—sWA— VEsx— VAsV; 


et si on les multiplie entre eux, on parviendra à un 
produit qui ne renfermera que des fonctions - symé- 
. triques des quantités « et 8. Ces fonctions s’obtiendront 
en cherchant, par les formules du n°15, les sommies 
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14 a+ 8°, 1 + «5 85 des puissances des racinés de 
l'équation LA —1—0O; mais ce calcul peut s effectuer 
d'une manière plus Simple, en faisant à chaque multi- 
plication partielle les réductions qui se préséntent en 
vertu des équations 1+aæ+8—=o,a+8 + as —=o, 
«8 — 1, rapportées plus haut, et en observant que 
a? — 8 et 8° — a : l'opération étant finie, il ne restera 
aucun terme irrationnel. | 


66. Il est facile de voir que le procédé Res ci- 
dessus n’est autre chose que l’élimination effectuée par 
un moyen analogue à celui du n° 10. En effet , ayant 
posé les équations à deux termes #—4=—0, if An 
d’où il résulte x—t—u—= 0, si l'on bath dans cette 
dernière , au lieu de w ét de t , toutes les valeurs que 
peuvent avoir ces inconnues, et qu'on multiplie entre 
eux les résultats, ils seront des fonctions symétriques 
des racines des équations #— 4 —0o, u° — B —=0o, et 
pourront par conséquent s'exprimer d’une manière ra- 
tionnelle. 

En commençant par éliminer £, ce qui se fera en 
multipliant entre elles les trois AE 


ai nu bg Eh y His, 
qui résultent de la substitution des trois racines de 
l'équation #— 4 —0o, dans x—t—u==0, il viendra 
(x—uÿ— Æ A(x—u)+ à VÆ A2 ](x—u)—aBA—0, 
| —a V2 4 À VF Æ 

2 V2 A Ja À | 
ce qui se réduit ë à | 


(x — uÿ — À = 
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Mettant ensuite, au lieu de v , ses trois valeurs 
LT FE RUES 
VB, aVB, &VB, 
il viendra ; 

al 0 Ce 
(VB) —A, (a—aV B)—A, (p—8V B)— 4; 
développant ces quantités , et faisant leur produit avec 
l'attention de réduire toujours les fonctions de # et de £, 
d'après les relations établies dans le.n° précédent, on 
retombera encore sur le même résultat. 

Je ne rapporte point ici le calcul , qui serait assez 
long , et je n'ai un peu insisté sur la méthode, que parce 
qu’elle a l’avantage de faire voir à prior: à quel degré 
doit monter l'équation rationnelle dont on a la racine. 

J'observerai que l'exemple ci-dessus peut encore être 
traité d'une manière beaucoup plus simple, ainsi qu’on 
l’a fait n° 30; car si l’on élève au cube les deux membres 


CRAN EURE 
de l'équation x=V/4+yB, on aura 
3 3 
x A+5V AB+5V AB +R ; 
transposant dans le premier membre les termes 4 et B, 
il viendra 
» ; 3 ee -s 5 nee 2 
x — A—B—3V 4B+53V AB; 
mais 
3 8 MSN PER S FREX D nt 
V’ÆB+Y AB —=V AB(VA+LVB)=xV 45; 
donc 
PF jh. 
L— A B—3xV AB; 
cubant les deux membres de cette équation , on aura 
(x° — À — BY — 27ABx, 
résultat rationnel facile à développer. 
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67. On peut, par ce qui précède , trouver le facteur 
par lequel une fonction irrationnelle proposée étant 
multipliée, il en résulte un produit délivré de radicaux, 
En effet , si l’on forme toutes les racines de l'équation 
d'où dépend l'expression irrationnelle proposée, leur 
produit, abstraction faite de son signe, étant égal au 
dernier terme de cette équation , sera rationnel; et par 
conséquent le produit de toutes celles qui sont diffé- 
rentes de la proposée, donnera le facteur demandé. 


à 3 — 3 rt , 
Ayant, par exemple, x = V’ 4 +V/B, si on fait le 
produit des huit autres valeurs de +, ce produit sera tel, 


NU air Sie ci 5 el 
qu'étant multiplié par W/Z+44/B, il en résultera une 
quantité rationnelle égale au dernier terme de l’équation 
finale en x, pris avec un signe contraire. 

68: Euler ayant remarqué que dans les équations du 
deuxième et du troisième degré, sans es à igrme, les 


racines étaient de la forme pes V4, Êe ÿ4 æ VF. 
conjectura que celles des équations du quatrième et du 
cinquième degré pourraient être représentées par 


SAN MONA da 5.7 5 19 NETRSNNRR 
x=VA+VB+VC, x=V'A+VB+V CHVD;, 
et qu’en général la racine de l’équation du degré n serait 
de la forme 


n n # » z 
c=VWA+VB+VC+VD+HVE + ete, 
le nombre des radicaux étant n —1. 

Après ayoir mis ainsi en évidence dans chaque degré 
les radicaux de ce degré, il pensa que les quantités 
AB, Cy Diet, ne pouvaient renfermer que des 
mire d’ un Here inférieur, et ne dépendraient par 
cons équent que d'équations d'un degré inférieur à la 
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proposée; mais une observation plus attentive de la 
Forme des racines des équations du troisième et du qua- 
trième degré , et la difficulté qu’il éprouva à former 
l'équation du cinquième, d’après la racine qu’il lui sup- 
posait , le déterminèrent à modifier la forme de cette 
racine. Il prit la loi suivante : 


2° degré s= AV a 

3° = AVi+BVE 11 

4e = AV +IVE+ CV, 

p° SVT EP +CVR+DV a, 


et en général, 


nu 


Le LEZ 


md À VabB VE+CVF+D Vat. + M V ur, 
les quantités 4, B, C, D.... M et u étant indéter- 
minées. 

Les formules ci-dessus contiennent implicitement 
toutes les racines de l'équation dont elles dépendent: 
Pour le troisième degré , par exemple, la racine cubi- 
que de w ayant trois expressions, savoir, 


%/ ANS tt Sas 
Vu, aVu, BVu, 
son quarré en aura pareïllement trois, qui seront 
LS Le 10e 
Vu, &” Vus, EV/ui, 


ten combinant chacune de ces valeurs avec sa corres- 
ondante, on formera les trois racines 


ai qe CEA + EN dpi Le 
AV u+BVu, x—AaVu+ Be Vi,x=A8Y 1+Be V/u°: 


lien n'est plus facile maintenant (8 et15) que de 
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remonter à l'équation d'où dérivent les racines ci-des- 
sus, et on trouyera 
a — 3ABux — Au — Bu = 
En comparant cette résultante ayec 
x +pr+q=o, 
il vient 
p——34Bu, q=—Æ#u— Eu. 

Comme il y a dans ces deux équations trois indéter- 

minées, À, Bet u, on peut s’en donner une . volonté. 


Euler a fait 4= —=1, ce qui donne B= — = Substi. 


tuant dans l'expression de,g on obtient 
p° 


g=—u+ 
et par conséquent , 

w+qu=E, 
d'où u=—1qEVEipÆlg sp +: F 


De qg=— Au — Bu”, on tire 
PÉRREEe 
donc enfin 
AV =V=: VE p + Hi , 
BVE—\ TS 


. Ces expressions donnent pour x, la valeur du n° 19. 
Au lieu de former l’équation 


2x3 — 5ABux — Au— Biu® = 0 


à priori , comme je l'ai indiqué ci-dessus , Euler.st 
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_sert d’un moyen qui peut être commode dans beau- 
coup d'occasions , pour reconnaître si une expres- 
sion proposée est la racine d’une équation donnée. Il 
substitue dans l'équation x°+ px + q=—o, au lieu de 
æet dex°, les valeurs. 


AVi+BV®, Gva+sVe }'; 


ce qui donne 
3 _ Sir 
Au + 34*BuVu + 3AB'uyu° + Bèu° 
DES PAL 
hePAWu à pEWa-ha 


—— O. 
Pour que la valeur 4 Va +2 VE convienne à tous 
les cas de l'équation x° + px + qg=—=0, il faut que 


Fr 7 ci-dessus puisse avoir lieu , quand même Va u 


et VE séraient des quantités irrationnelles différentes. 
Il suit de là que les termes rationnels doivent se détruire 
à part, ainsi que les termes irrationnels : on doit donc 
avoir séparément 


A'u4-Bw+q—=o, 534°Bu+p4=0o, 3.4B°u+pB—o; 


les deux dernières équations ne sont autres que. ... 
3ABu + p —=0o, multipliéé d'abord par 4 et ensuite 
par B. Ce procédé conduit, comme on voit, au même 
résultat que le précédent. 


69. Je ne suivrai point Euler dans les détails de 
T application de sa méthode au quatrième et au cin-- 
quième degré ; je me bornerai à donner l'expression 
des racines, et pour cela, je ferai d'abord observer 
que celles de l'équation yf—1—o sont 


Y—=1, Y——1, Y=+HV TT, y=—V —1. 
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L ; L'id 
En multipliant par ces valeurs la quantité V/u, on aura 
les quatre expressions dont elle est susceptible; formant 
ensuite leur Rte et leur gr on trouvera les diverses 


expressions de VE et de Va et combinant ensemble 
les résultats fournis par une même valeur de y, on aura 


af at, 4 
AV BTBV EE TR Cp 
x = — AVi+BVE CV, 

4 

+ ve AV—1 Vu BV CV. Va 
x=— AV —i. WE BYE CEE 
L'équation dont on vient de former les racines étant 
obtenue, on la comparera à æt+ pr? + gx +r—= o!; 
et comme on n'aura encore que trois équations, a 
pourra prendre arbitrairement l’une des quatre indé- 
terminées 4, B, C, u. Euler faitici B—:1, et parvient, 
par ce moyen, à une équation du troisième degré én 4; 
mais s’il eût fait u — 1, et qu'il eût voulu déterminer 2, 
il serait tombé sur une du sixième , et sur une du vingt- 
quatrième, s’il avait cherché 4 ou C. 


En HE an par 4, 8, y et À les quatre racines de 
l'équation yÿ°— 1 —0, autres que RER les cinq ex- 


I 





pressions de Vu seront 
0e Es 1 D LR 
Vu, Vu, eva, Vu, Vu; 


et en formant leurs puissances , on trouvera que les rar 
cines de l'équation du Fame degré seront + 


Re Va BV a, ca + D, 
AeVa+ Bu Va + CV à + Da Vi, 


€ 


1l 


mes 
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x pate Ve + Va + DAV, 
gba ArVu + By Va + CAVE + DATE, 
= AV a+ BV ECS + DNV ui. 


+ Pour former l'équation à laquelle appartiennent ces 
facines, Euler emploie le procédé du n° 9 ;mais, quoique 
bien sinplifé par cemoyen, le calcul est trop long pour 
‘troùver place ici. (Voy. les Novi Comment. Acad. Pe- 
Hop, tom.IX , pag. 88.) 
| 7o. On peut aussi se servir du procédé indiqué dans 
le n° 66, pour former l'équation dont la racine Le 


+= AY ü4D Vië+c VB+D Va. A MTV, 


on fera Va u= y, et on aura à éliminer y entre les deux 


Squations 
1—U—O, 


x = Ay+ By + CS + Dyf....+ My, 
L'équation finale ne montera qu'au degré n (10), et 
vaura point de second terme ; en la comparant terme 
À terme avec la formule générale 
Pari Ours + U—O, 
on obtiendra un nombre n =—1 d'équations ; et comme 
l'y entrera n indétérminées, 4, B,/C,.... u, on 
)ourra se donner une de ces indéterminées à volonté. Si 
’on fait, par exemple, u—= 1, on tombe sur les deux 
iquations auxiliaires ; 
| | Y° 10. 
ls, x —Ay+ By + cÿ LD + My", 
employées par Bézout dans la méthode qu'il a proposée 
pour résoudre les équations (Mém. de l sa à de Paris, 
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année 1765 , p. 533), et qui revient , ainsi qu'on le voit, 
à celle d'Euler. 

Pour former, par l’une ou par l'autre des méthodes 
exposées ci-déssus ; l'équation dont on a la racine, on 
ne rencontre d'autre difficulté que la longueur des “1 
culs ; mais lorsqu'on cherche à déterminer les quantités 
À, B, C,.:.u, par la comparaison du résultat.avec 
l'équation générale du degré n,.on tombe dans des 
calculs presque impraticables qui conduiraient à une 
équation finale, ou une réduite, dont le degré sur- 
passerait de beaucoup celui de la première. 


71. Il est visible que lorsqu'on prend une expression 
radicale qui ne contient pas autant d’indéterminées que 
l’équation générale du degré auquel elle se rapporte 
renferme de coefliciens, l’évanouissement des radicaux 
ne conduit qu’à une équation particulière; je vais.en 
donner un exemple. | 

Soit seulement l’expression 


L2 " 
| x=VA+VE ; 
l'équation qui la détermine s’obtiendrait bien par le der- 
nier procédé du n° 66; mais on parvient plus aisément à la 
loi que suivent les termes de cette equation, en formant 
les valeurs des expressions 


VAHVE, VAAHVR @e, | 
au moyen de cette relation générale, 
VAS +R (VÆ+VE) (va +V2) 
(VAS EV2S)V25, 


fpalques à celle qui est désignée par (4) dans le n° 56. 


Si l'on dr V4 +yF B par x, et qu'on fasse 
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bail b, où aura la formule : ; 


VA +V Br = ( VA Æ+V F). z 
—(V2S+ V2) VE, 
dont on tirera le tableau ci-dessous, - 
VA+ Bis nt 8) P 
VA+ VE = 2 524/5, 
VALVE 2 40/5 + VF, 
VALVE = a — 50/45 P, 


_r. elc. | 
Les coefliciens numériques compris dans ce tableau 
sont et doivent être les mêmes que ceux du tableau de 


_ la page 118, et par conséquent une induction semblable 


à celle qu'on a indiquée dans le n° 56, fera voir que 


AV Dan on) 3) ami F 


un m(m—4)(m—5) L  spuro) V5 +- etc. 
VIN 2-0 | 
Posant maintenant m—n et 44+B—&à;, on aura, à 


cause de L<4 + /B"— A + B, l'équation, 
D Lans V 2 D) —3) tte, VE n° n(n—4)(n— 5) n-6 VE 55 


1.2,9 


PARLE LG - 7) yn 8 5 — 


‘dont une racine ést 


etc, 104; 


LA 
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En la comparant avec les équations générales des 3; 
4, 5°, etc. degrés, on reconnaîtra quelles sont les équa- 
tions de ces divers degrés ayant une racine de la forme 


VA+VE 
1°. Quand n —3,ona 


“REX 
a+ px +q—=0O, x—3xWb—a—=o; 


il vient perse q=—4;, 
d'où M 'b= spi 
et comme on à fait Pt 
A+B—=a, AB—=b,. 
A et D seront les racines de l'équation 
A+ qA— RP = 


ce qui rentre dans les solutions du troisième 1e degré 
données n° 19 et 68. 
2. Quand 7—=4, on a : 


s+pe tante, 
D À PV A MN VA 2 on 
La' comparaison de!ces deux formules donne : 
* #2 
p==4Vb, qg — ©, = VD a, 
L’ équation g—0 est la condition qui restreint l’'équa- 
tion proposée ; et lorsqu'elle a lieu, on trouve 


b= spl, apr — 
A — (5p° —7) Ali ES 
l'équation du quatrième degré qu'on résout par ces for“ 
mules, est AU 


xt + pr? + f—=0o. 





| 
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39, DES EUR on a Le 
25 + pat gare Hs = 0, 
où. — SA VB+ VF ao, 
d'où l'on déduit ; 


sus, 1 D 
Must. Nas ct —54/b, :s—— a. 


On retrouve dans ce degré la condition g —=0o, déjà 


| exigée pour Île précédent; et les équations 


p=—5 5, ea, VA 
donnent de plus, par l’élimination de b, cette relation 
entrep et r: D pr Dr: 


Lorsqu'elle a lieu, ilen résulte 


é » 
et l'équation résolue est. 1 

| a + px° + ip°x +s—o. 

Je me pousserai pas plus loin cet examen; mais je 
ferai remarquer ; 1°. que les quantités 4 et B étant 
données par. une équation de la forme 

raie -A°—= aA +b=o, 


la racine de l'équation proposée sera 


| n , n — ï | 

= Via+Via—b+ Via Vie, 
résultat auquel on peut appliquer les réflexions du n° 29, 
et qui fait voir par conséquent que le cas irréductible a 
heu dans les équations des degrés supérieurs au troisième. 


Compl. des Elém. d'Alg. x 10 
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n rm l 
2, Que l'expression {/ 4+-4/ B donne en même 
temps toutes les racines de l’équation correspondante, 
lorsque l’on combine deux à deux les 7 valeurs dont 


n n 
est susceptible chacune des quantités V4 et VB, de 
S g n 
manière que leur prodnit se réduise àÿ/ 4B ; c’est-à-dire 


n LL 
que si l’on prend æÿ/ 4 et BV/B, on ait «8 — 1. Avec 
cette attention, on trouve (15) que les n valeurs de x 
sont 


x y4 V4 ha VB, 
x = VA + a V’B, 
x = VA +asyE, 


z= WA + ay (. 


De quelques transformations qui conduisent à la 
résolution des équations des quatre premiers degrés. 


8 


72. Le nombre des moyens que les algébristes ont 
tentés pour résoudre les équations littérales, est trop 
grand pour entreprendre de les faire tous connaître ; il 
en est cependant encore deux que je vais exposer, 
parce qu’ils sont remarquables, soitpar la source dont 





OR à + - ; , 
7 E 7 ETAT LS 


(*) Lorsqueles équations particulières queje considère ici tombent 
dans: le cas irréductrible, elles ont toutes leurs racines réelles et se 
rapportent à la division d’un arc de cercle en x parties égales, ce 
qui fourni un moyen très simple de les résoudre avée le secours 
des tables uigonométriques. Voyez mon Traité du, Caloul diffés 
rentiel.eë du Caloul integral,t. 1, Introduction. : 
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ils dérivent , soit par leur simplicité : le premier est la 
méthode de Tschirnaus. 

Cette méthode semble promettre la résolution des 
équations d'un degré quelconque, et. elle offre le moyen 
le plus naturel qu'on puisse désirer pour résoudre les 
équations du deuxième , du troisième et du quatrième 
degrés ; mais malgré son succès dans ces degrés, elle est 
inférieure à toutes les autres méthodes connues > par la 
longueur des calculs qu’elle entraîne : cependant , j'en 
vais tracer une esquisse, en fayeur de ceux qui veulent 
connaître toutes les richesses de l Analyse. 

En faisant disparaître, par la supposition de. .... 
y—x+ 0, le second terme de l’équation Y'+Ly+ Q—o, 
on la réduit à la forme x°+ B—o , laquelle se résout 
sur-le-champ par l'extraction de la racine quarrée, et 


donne x — y B. En effet, en substituant x + a à 
la place de y dans l'équation proposée, elle devient 
x? + oax + 
LE Pr Pa = 


et, si l’on égale à zéro la pen 2a+-P, coefficient de 
x , elle se réduit à 


m+a+Pa+Q=o, 
ce qui donne 
B=@+Pa+o; 
mais de 2a + P = és il résulte 
a—=—3P?,  B=—;rP+o, 
et par conséquent, | 
= Vie ©, 
et y=a+z—=—}? HVIP—Q. 


10. . 
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75. De même, si l’on pouvait faire disparaïtre le 
2° et le 3° terme de l'équation 
Y+PY +Qy+R—0, 
la transformée, réduite à son premier et à son dernier 
terme, se résoudrait par la seule extraction de la racine 
En iel 

La substitution de 4 a à.la place de y, dans une 
équation en y, n’est propre qu’à faire disparaître un seul 
terme , puisqu'elle n’introduit qu’une seule quantité in- 
dÉthinée a (*); maïs si, au lieu de l'équation hypo- 
thétique y—=2x + a, on CA ÿ=x+a+ by, on 
peut faire disparaître deux termes de l ‘équation en x, 
en déterminant convenablement les quantités a et b, 
sur lesquelles il n y a rien de statué par l'énoncé de la 
question. 

Dans ce cas, l'équation en x n'est pas aussi aisée à 
former que lorsqu'on change seulement y en æ+a; 
mais cependant elle est encore du même degré que la 
proposée, comme on peut s’en assurer par le procédé 
d'élimination indiqué dans le n° 10; car si l’on désigne 
par æ, 8et les trois racines de l’équation 

Y+Py +Qy+R—=o, 
d’après ce procédé, l'équation finale en x résultera du 
produit des trois quantités 
æ& — ba — (a + x), 
EU ER (a x), 
y — by — (a + x), 





(*) Ceux qui n’ont pas encore l'habitude de l'Analyse croiraient 
peut-être gagner quelque chose , en supposant ÿ=æ#a+ b; mais 
s'ils font le calcul, ils se convainctont bientôt que la quantité a +b 
se comporte comme si elle-était monome, et qu’on ne peut pas 
déterminer séparément a et b, ni par conséquent faire évanouir 
plus d’un terme." | 
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qui, nécessairement , ne passera pas le troisième degré; 
et après qu'on aura chassé les lettres «, 8 ety, comme 
il convient, on aura un résultat que l’on peut représen- 
ter par se 

ax + Ax° + Bx +C—=o: 
posant alors 

PS ON. AO: 
il restera seulement 
x + C—=0. 

Si l’on effectue le produit indiqué plus haut , et qu’on 
exprime, par les coefficiens P, Q et R de l'équation 
proposée , les fonctions symétriques de «, 8ety, que 
ce produit renferme, on trouvera sans peine la composi- 
tion des coefliciens 4, B, € de l'équation en x: mais 
ces résultats, que le lecteur fera bien de chercher pour 
s'exercer au calcul, sont trop compliqués pour trouver 
place ici : on en obtiendra de plus simples en supposant 
qu’on ait déjà fait disparaître le second terme de l’équa- 
tion proposée. On n'aura plus qu'à éliminer y entre les 
deux équations 


Y+Qy+R=o, ÿ—=x+a+kby, 
ce qu’on fera ainsi qu'il suit, en posant, pour abréger, 
z+a—=m (). | 
L’équation y*—m+-by étant multipliée par y, donne 
= my+by, où yÿ—my+bm+by, 
en mettant pour y* sa valeur. Substituant ensuite dans 
la proposée, il viendra 


my + bm + by + QY+R—o; 








(*) On laisse toujours les deux quantités indéterminées a et b, 
malgré la disparition du second terme de la proposée, parce, que 
l'équation en x n’en a pas moins un second terme qu’il faut encore. 
faire évanouir. 
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d'où Y—= Lg nn NC 
PNA 
et mettant cette valeur dans l'équation 
#=m+by, / 


on obtiendra , après les réductions , 
m° + 20m + Q° m — R° 
tr OP? ht nos | = 
— 3Rb _— Rb 


Remplaçant les diverses puissances de m par celles de 
x + a, ordonnant le résultat par rapport aux puissances 
de x et.de a, comparant avec a+ 4x°+ Bx+C=o, 
il viendra 
A=3a +20 ; 
B=3a"+4Qa +Qb°—5Rb +, 
C= a +0 Qe°4-0° a+ Qb°a—3Rba—Rb—R Qb-R+. 

Si l'on fait 4—o et B—o, ce qui produit les 
équations 

HO ER DOI ENORME LU, 

3a° + 4Qa + Qb— 3Rb + Q° = 6... (2), 

l'équation 
2 + Ax° + Br + C—=o 
se réduit à 
m+C—=o, 
3 
d'où x——Y C. \ 
La quantité C sera connue lorsqu'on aura déterminé a et 
b, ce qui est facile, puisque, d’après l’équation(1),ona 
fe de 


XAAFP qui, mise dans Récs (2) , la change en 


Qb* — 5Rb — +9 —=0, 
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équation du second degré, dont la solution donnera la 
valeur de à. Je ne m'’arrêterai pas à développer l’ex- 
pression de C, ni à tirer les diverses conséquences 
qui résultent de cette théorie; mais on suppléera faci- 
lement aux détails que j’omets. 

Lorsqu'on a déterminé a, b etx, il ne faut pas prendre 
indistinctement pour y l'une quelconque des racines de 
l'équation y°=x + a + by; mais on doit, d’après ce 
qui a été dit n° 192 des Ælémens , chercher le diviseur 
commun qui existe alors entre cette équation et la pro- 
posée, Ou, ce qui revient au même, substituer les va- 
leurs de a, de b et de x dans l'expression 


ME 22 x 0 à VAR b(x+a) +R 
ITTMEPFQ Hat + Q 
qui a servi à l’élimination de y. 

74. En passant au quatrième degré, le même procédé 
s'applique de deux manières différentes; savoir, en 
changeant l'équation 

QD nor 

en une autre où les termes affectés de la troisième et de 
la première puissance de l’inconnué aïent disparu, et 
qui par là soit résoluble à la manière de celles du 
second degré (Elém. , 160), ou bien, comme pour lés 
degrés précédens, en transformant l'équation proposée 
de manière que la résultante puisse être réduite à son 
premier et à son dernier terme. 

Dans le premier cas, on n’a que deux termes à faire 
disparaître ; il suffit donc de combiner l’équation 


J'+Py + QY+Ry+S—o 
avec l'équation 
= x+ a+ by. 
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En effectuant les calculs nécessaires pour obtenir l'équa- 
tion 
RE ER CD = 6 
et posant ensuite 

Ve Mir ©, Ciexi0 ñ 
on aurait 

xi+ Bx°+ D = o. 
L’équation 4 — o serait encore du premier degré ; par 
rapport aux indéterminées a et b; mais l'équation C—o 
monterait au troisième : aînsi la #solupton de l’é équation 
proposée se trouverait ramenée à celle d’une équation 
du troisième degré, et d’une autre du second. Connais- 
sant a, b et x, on trouverait y, comme dans le numéro 
précédent. 

Pour changer l'équation 


| Je PRE OY, +Ry+S—=0 
en une autre qui n’ait que deux termes, 1l faut en faire 
évanouir trois, et l'analogie conduit à poser l'équation 


| ÿ=xz+a + by +ocy’, 
c pa + ï .% a 1 À 
renfermant trois indéterminées a, b et c. Le résultat 


de l'élimination de y entre cette Rs et la proposée 
étant toujours désigné par 

at Aa + Ba? + Cx +- D=0, 
on fera 

MA 0, ab 0H RON 

ce qui donnera 
xt + D =o, “ 
mais les indéterminées a, b et c se trouvañt au premier 
degré dans 4, au deuxième dans B, au troisième dans 
C, l'équation d’où dépend Ja valeur de l’une d’elles 
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montera au sixième degré (14) , et sera donc en général 
plus difficile à résoudre que la proposée elle-même : ce- 
pendant Lagrange a prouvé qu'elle pourrait encore se 
ramener à une autre du troisième degré. 


75. Quand la proposée sera du cinquième degré, il 
faudra nécessairement la changer en une autre qui 
n’ait que deux termes, et pour cela en faire disparaître 
quatre dans la transformée; mais la recherche des in- 
déterminées conduira alors à une équation finale d’un 
degré beaucoup plus élevé que la proposée, et la mé- 
thode de Tschirnaus, de même que toutes les autres 
méthodes connues, échoue au-delà du quatrième degré. 

Tout ce qu’on en peut conclure, c’est la manière de 
faire disparaître autant de termes qu’on voudra d’une 
équation quelconque ; car il est facile de généraliser 
cette marche, et de reconnaître qu'en prenant l’équa- 
tion subsidiaire 


= 2 + a+ bY EH Ye TE QU, 


on changera l'équation générale 


Y'H PT + OQÿ 7... +Uy+T=o 


en une autre 


x" + Aït Æ Br" ..,.+ L=o, 


dans laquelle on pourra faire disparaître un nombre de 
termes égal à m, au moyen des m quantités indétermi- 
néesa,b,c,.:..q. 


76. Le second moyen, par lequel je ierminerai ce 
que j'ai à dire sur les équations, dérive de celui qu'on 
attribue à Cardan, ou du moins qu’on employa d'abord 
pour retrouver l'expression qu'il avait donnée de la pre- 
mière racine de l'équation du troisième degré sans se- 
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cond termé, moyen que Lagrange a étendu aux équa- 
tions du quatrième degré (*). 
Sil'on fait æ—y+7z, il vient 

2 = ÿ° + 3y°z + 3yz° + 7°, 

tésittat qu'on peut mettre sous la forme 
—3y:(y +2)—(y+2)=0, 

et qui se chaïge en 

— 3y2x — (ÿ° +2) SO), 
quand on y remplace y<z par sa valeur x; compa- 
. rant alors cette équation avec | 


24 pr +g—=oO, 


( 


on en conclut 


= 82) Qj=—ÿ — ii. 


La première de celles-ci donnant 


3 

ÿ y:=—Ë et PE 
on a | 

Y+si—=— 7 3,3 Vu RRE 

Y FT 370 


et il suit de la théorie de la composition des équations , 
que y et z° seront les racines d’une équation du second 
degré , ayant g pour coefficient de son second terme , 


É 1 
et — n pour son dernier. Si & + gt — mes N'iee O0 Des 


présente cette équation , et que Zet B soient les valeurs 





(*) Voy. les S'éances de l'Ecole Normale (t. II, p. 306), 
are édit.), et le Journal de l'Ecole Polytechnique (7° et 8e ca= 
hiers, p. 237). Les calculs de ces transformations ont été depuis 
un peu simplifiés dans l’enseignement de la dernière école , et for- 
ment le procédé le plus simple et le plus court pour arriver à la 
solution des équations du troisième et du quatrième degré, 
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Û Gr à Sin 

de t, on aura y=V'A et z—ŸB. Les diverses ex- 
pressions de ces racines satisferaient dans un ordre quel- 
conque aux équations 


3 
8 up. » 1323 P 

D = — et = — — ; 

5 ha s q j 27 

mais la sai de ces équations est plus générale que 


V2 =— £ d'où elle a été tirée : c’est donc dans celle- 


ci qu’il faut substituer les valeurs de y pour obtenir 
celles de Z, ou, ce qui revient au même, il faut com- 
biner chacune des expressions 


LE 5 WMA FUME 
V4, aŸA, V4; 


avec les suivantes, 
E Fine FR 8 AR 
VB, aVB, d° VB; 
| 3 


de manière que le produit se réduise àf/ 4B, ce qui ne 
fournit que ces trois résultats : 


ea 50 
VA+ VB, 
8 Eat 

a VA +æÿB, 
ten CA 
VW À + «VB. 

Il est facile de voir qu’en mettant pour « et «? les 
valeurs données dans le n°159 des £lémens, et pour 4 et 
B celles qui résultent de l’équation #?+-qt—-p*—0, on 
retombera sur lés expressions obtenues dans le n° 19. 

Je rappellerai, à cette occasion, que lorsqu'on 
élève une équation à une puissance, ou qu’on la multi- 


plie par un facteur où se trouve l’inconnue, on introduit 
‘de nouvelles racines étrangères à la question proposée. 
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77. On a résolu l’équation du troisième degré. ...: 
x°+pr+q—0, en supposant x — y+ 2; on résout 
celle du quatrième degré xt + px? gx +r—o d'une 
manière analogue, en faisant x—=u + y +2; car il faut 
ici trois indéterminées, à cause que l'équation à ré- 
soudre a un terme de plus. 

De la supposition de x—=u+y+z, il résulte 
= (u+y+z) =u + y +2 H+ouy + auz + 2yz, 
ce qu’on peut mettre sous la forme 

D? — Qu + ÿ° + 27) = o(uy + uz + ÿ2); 
élevant encore une fois au quarré , il viendra 
at 22° (0° +27) up +2) = Au Hurt y)"; 
développant ici le second membre seul, on trouvera 
AGuy+uzty2) —=4(uy +uz +52) +8 (1°yz+uy°zHuyz*) 
—A4(u°y"+u°z +42) +-Buyz(u+y +2) ; 
et remplaçant + y + x par sa valeur x, on aura l’é- 
quation 
xi— 9 (n° + y + 2°) x° — Suyzx 

+ (u° + y°+ 2°)? — A(u°y° + u°2°+ y°2°) te 
dont la comparaison avec la proposée donnera les équa- 
tions 

p—=—92(u+y"+z), q — — 8uyz, 

r —= (u° +y" + 2°) — 4 (u°y? + u°z° + y°2°). 

Si l’on met dans la dernière ,.au lieu de ° + y +2, 


sa valeur — : tirée de la première, on aura 


= — 4 (y + az + Ya); 


d'où l’on conclura , en prenant le quarré de uyz dans la 
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. deuxième, les trois nouvelles équations 


LH y Hz —=— Ë, 


9 

2 a r2 2» 2 252 p° r 
u°y° + u°2° + y? Gé APE 
Mie: (1 

uYyz 7 64 


dont la première donne la somme des quarrés des incon- 
nues w, y, 3, la seconde celle dés produits de ces quarrés 
combinés deux à deux, et la dernière le produit de tous 
les trois. En se rappelant la composition des équations 
(Elém., 183), on voit bientôt que si l'on regarde les 
| quantités u”, y” et z*comme les trois valeurs d’une même 
. inconnue # , cette inconnue dépendra de l’équation 


P ( p° 7) Ci 
. BL -E ——-)t- 5 —=o. 
MORE Ue 76 
Désignant par /, m et n les trois racines de cette 
- équation , on aura 


A M LOIRE Da E 
d'où | 
ed al VA 4 y=EV mn, 2=+4/n, 

et par conséquent, 

x=+ylEVmEVn. 

Cette formule, dans laquelle on peut combiner comme 
on voudra les signes , équivaut par là aux suivantes : 


+ VIE men, | 2 mr, 
a=+V IV m—Vn, | a==VItV m+ya, 
a VI-V/m4V/n, | a+ y/m4+ Va, 
a——V1+V/m—Vn, | a+ ma, 


et semblerait donner huit valeurs pour l’inconnue x, 
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qui n’en peut avoir que quatre ; mais en remontant plus 
haut, on verra que les valeurs de u, y et z doivent sa- 
tisfaire à l'équation g = — 8uyz, dont on n’a employé 
que le quarré. Il faudra donc combiner les signes des va- 
leursu—+y 1, y=+V/m,z=#Vn,de manière 
que leur produit soit d’un signe contraire à celui de q, 
ce qui doit se faire comme dans le n° 34. 

Si, dans l'équation 


er (DE 


. $ LA L la] ” 
l’on fait t—-, les fractions disparaîtront par la réduc- 


tion de tous les termes au même dénominateur , et il 
viendra 


SŸ + 0ps® + (p°— 4r}s—q =0o, 


réduite semblable à celle que l’on a trouvée en z, dans 
le n° 20. On se convaincra facilement aussi, que les 
valeurs de x rapportées ci - dessus 'ACUOrdent avec 
celles qu’on déduirait des résultats du même numéro. 


Du développement des puissances fractionnaires et 
négatives en séries. 


78. On a vu, dans le n° 235 des Elémens , la divi- 
sion , prolongée indéfiniment , donner naissance à une 
suite infinie qui exprimait , en termes monomes, le déve- 
loppement d’unefraction; et dans le n° 267, j' ÿ ai annoncé 
que l’extraction des racines conduirait aussi à des séries, 
Pour offrir un exemple de ce’ dernier Ca, je vais ex= 
traire Ja racine quarrée de a? + b?, À 


| 
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etc. 


La racine quarrée du premier terme étant à, il reste b°; 
. * ° | . b? 4 
qu'il faut diviser par 2a , et écrivant le quotient — à 
24 


je b? 
côté de a, à la racine, on aura a RE pour les deux pre- 
(#4 


4 | t b4 
miers termes de cette racine, et — -— pour le reste; 


4d 
1 b2 
doublant la racine trouvée , on a 2a + To et divisant 


le reste — Le: par 2, on aura un quotient —2", , qui 
sera le troisième terme de la racine. On vérihiera ce 
terme suivant la règle ordinaire, et on aura un reste 
b5 b8 À 
Sa 64? 
précédens. 


sur lequel on opérera comme sur Îes 


Il serait aisé d’imiter cette opération pour extraire la 
racine d'un degré plus élevé ; mais en considérant les 
racines commedes puissances fractionnaires , on les dé- 
duit plus simplement de la formule du binome, telle 
qu'elle est présentée dans le n° 144 des ÆElémens. 


—— 1 
En effet, si l’on change W/a°Æ D? en (a° + b°);, et 

que l’on fasse m=—% dans Ja formule citée , puis qu'on 

y écrive a° pour x, b? pour a ; il viendra, comme ci- 


| 
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dessus , 


———— b? b4 b5 
V/a + b LP mn Ur + Véns eip 


Cet exemple suffit pour montrer le parti qu'on pour- 
rait tirer de la formule du binome, si l’on était assuré 
qu’elle eût lieu, quel que fût l’exposant m, ce qu'on 
ne saurait conclure de la manière dont on y est par- 
venu dans les Æ/émens, puisqu'elle suppose que m est 
nécessairement un nombre entier positif. Il faut, en 
conséquence , soumettre cette formule à de nouvelles 
vérifications , propres aux différens cas que l’on veut y 
comprendre. 


79. Celle de ces vérifications qui paraît en même 
temps la plus élémentaire et la plus complète, a été 
tirée par Euler ( Nov: Comment. Acad. Petrop. : 
t. XIX, p. 103) de la condition 


G+H2)"G+z) = (G+a, 


qui, exprimant la propriété caractéristique des puis- 
sances, doit être remplie, quels que soient les exposans 
m et n, et sous quelque forme que soient présentés 
les facteurs du produit. 


Or, quand l’exposant est entier, il a+été démontré 
que 
m 
(+) — ee + Her dl 


L'i m(m—1)(m2=0) 


1), 2° à Tales nie — 24 etc. 


on a, dans la même circonstance, | 


NN Se | | 
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pis (usé 
mn (m+n)(m+n—1) 
mn EPSON 257 RL SR CAES RE EUR 22 
SO + né 


ma-n)(mHn—:1)(m4-n—02 | 
Trop er rater) 
1.2.6 | 
d'où il suit que la troisième série est le produit des 
deux premières, et que, par conséquent , ce produit 
se forme en mettant mn à la place de m dans la 
première série, ou de 7 dans la seconde. 
Mais puisqu'il n’est pas encore prouvé que le déve- 
A m 
loppement de (1-4 2)" soit la série hs etc., 
quand l’exposant m n’est pas entier et positif, on ne 
doit considérer cette série, dont la valeur est lice à 
celle de m, que comme le développement d’une fonc- 


tion inconnue de m. En représentant cette fonction par 
f(m) , on aura en général 


m m(m—1) m(m—1)(m—02) 

( nr. mn ns 3 on 3 p* 
14) dormi 1.9 fyrn 1:2.8 pente : 
changeant m en n , ce qui est permis, il viendra 

nu Ant), , n(n—1)(n—0) 
É(n)=iez te UD) 5 

Gr) RASE 1.2 te 1.0 ,3 iris 

et par conséquent, 


EMI F(n) — 
fente mon 


n n(n—1), n(n —1)(n—0) 4 
22 TT, à 
x<{i+ rt 1.2 Eu 14,9 rare: } 
Si ce produit avait la forme trouvée plus hant, il 
serait le développement de f (mn), et la fonction 
cherchée satisferait, dans tous les cas ; à la relation 


Compl. des Elém. d’Alg. 11 
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F(m) XF(n) = f(mHn) (A). ‘ "8 

Mais, dit Euler, « la composition des termes de ce pro- 
» duit doit demeurer la même, soit que les lettres m7 
» et z représentent des Rte entiers , soit des nom- 
» bres quelconques (*).» Ainsi l’on peut lier: à des 
valeurs quelconques des lettres m et n, l'équation (4) 
trouvée lorsque ces lettres représentent des nombres 
entiers positifs. 

Plusieurs géomètres, que ce raisonnement n’a pas sa- 
tisfaits, ont donné les moyens de reconnaitre, à poste- 
riori, la verité de l’équation (4). La longueur des 
formules, qu’il faut écrire, rend le calcul un peu em- 
barrassant , mais néanmoins j'en présenterai les pre- 
mières opérations, d’après le procédé indiqué par Sé- 
guer (Mémoires de l'Académie de Berlin, année 1777, 
p. 37 de SO (7, 








PR 
{ 1 + De ———° 7 + T7, RTE em ete. 
x {+7 Te me “ a) Len ME cu CEE a — & +ete.| 
147 ntm 1) ntm ete 
n mn m(m—1) n 
Gun L'or 
en m n(n—1) 
| SR MA ET 
ALT LT n(n—1)(n— 2)|. 
Ke 1. 
* (*).. Hanc compositionts rationem non ab indole bierà al 


m et n pendere, sed perinde se esse habituram, sive hae literae m 
et n denotent numeros integros sive alios raumerQs THOSGHEGRE 
{p: 108 — 109 du Mémoire cité). 

(re) Gi aussi les Zlémens d'Algèbre, ds M. L'RNSES ét 


DES ÉLÉMENS D'ALGÈBRE. ; 163 


En réduisant au même dénominateur tous les termes 
du coefficient de chaque Hs de z, dans ce pro- 
duit, il devient 


“A EL =) am E nn 1) 
D nee 5 
| 1.2.9 “ 
A nv. SEA UN Loge SL aUCE) 


Ses deux premiers termes et tous les dénominateurs sont 
les mêmes que ceux du développement de f(m + n), 
qui est 


1+ 
GmHn)(mbn—i)(n hr frire 


1.2.3 


Gare (m+n)(m+n— 1), 
1 


1.2 


rad Z° 2 eté, —(C); 


il ne reste donc à comparer que les numérateurs, à par- 
tir du troisième terme , et à montrer que ceux de la sé- 
tie (B) se tirent. les uns des autres comme ceux de la 
série (C). 

1°. Dans le troisième terme de celle-ci,on a...... 
(mn) (m+n—1), où il faut observer que le dernier 
facteur m—-n—1, peut être écrit de ces déux manières, 


Gm—i)+n, m+(m—i),, 


employer la première avec le premier térme m du 
multiplicande, et là seconde avec le denxième terme 
n; il en résultera 





les Annales de Mathématiques, 1. IX, p. 290 et t.. XIII, 
p. 270. 


+} . » 
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(m+n) (mai) =m[(m-32)# rl nfm4(n—1)] 
=im(m-1) + 2mnH4n(n—1), 


ce qui s'accorde avec la série (B). 

2°. Dans le-quatrième terme de la série (C) se trouve 
le produit précédent multiplié par le facteur...... 
(m + n— 2) qui peut s’écrire. de ces trois manières, 


(m—2)+n, (mi) +(n—1), m4 (ms), 


qu 1 faut ‘employer, suivant leur ordre, avec les trois 
termes dont le résultat pre est PS ce 
qui donne | F0 


m(m — 1) En - — 2) + n] 
+omn[(m — 1) + (nm + :)] 
+ n(n — 1) [m + (n — 9) | 
m(m—1)(n—2)#4 3m(m—1)1+3mn(n—1 L)Hn(n1 ) (n—2) k 
comme dans la série (2). | | 
8°. Au cinquième terme de la série (C),; On aurait 
pour multiplicateur des quatre termes du précédent, 
le facteur m + n —3, qui prend a aussi quatre formes, 
savoir , | 
(m —5)+n ; BAR 1). (m1) #2), 
me GT dt. 0415 PERTE 
Il est aisé maintenant de poursuivre + aussi ï bia du'e on 
voudra ces opérations , Et'ên les appliquant au passage 
du coefficient de 27, à celui de zP*}, de démontrer-par ce 
moyen que Si l'identité des deux séries a lieu dans un. 
rang quelcqnque, elle aura lieu dans, Je suivant, (*) : 


it ee ee ue 





—— mt À 





(*) L'identité des coefficiens des séries (B) et (C) n’est autre 
chose qu’un théèrèmé très remarquäble dû # Vandermonde ; et dé- 
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on a donc l'équation $ 


£(m) X F(n) = EG Ha) (À, 
quelles que soient m et n. 
Cela posé, si l’on change n en n +p, elle donnera 
f(m) XF (R dr n+p); 

et comme 

PA D Eq) X i@= f (7 + p); A N 
il viendra | 
-F(m)Xf(@) XE(p) =E(mtHnkp). 


On obtiendrait une semblable équation:, quel que fût | 
le nombre de fonctions multipliées entre.elles..:: 
Il suit de là, que si l’on prend un nombre:k de fac- 


teurs égaux à (7); où aura : 


+ x 710 
id gi a ER De | 


puisque 7 RL Re =h; et par conséquent 


FO T=ro 


Tirant de part et HAUTS dar racine at degré k , On 
trouvera à 


an n} SENTE 
£ (= = F cn) E 
montré dans le no 987 da tome III de mon Traité du Caleul 
différentiel et du Calcul intégral. 
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mais À étant un nombre entier , f(h) = (14 2)À, et 
l'équation ci-dessus devient 


= «+ +2ÿ 


il est donc prouvé que 10h ce la série 


ai. Gr) à GT Gr )G 2) 


2 
M AU, Tr 2° etc... 


est le développement de la puissance fractionnaire ; 


de la quantité 1 + z. 


Je passe à présent au cas oùl'expésat es est un! nombre 
négatif : on a alors n 8 id 


mn. ie P 3 Le 
mais d’un autre côté , | 
f(m+n)=({ + x e | ms 57: 


il suit de là qe 


| £Ch) X ED 4 LR à 
Mettant, au lieu de m, sa valeur - — 1, il vient , quelle 
que soitn, | 


et puisque 
G=G+, = G +: y, 


il en résulte que F(— 7), ou la série 


n n(n+i), _n@+i)(n+ 
ns > RÉRNEEE  | | 


1.2. 


» sir etc., 


1 — 


est le développement de (1 z)". 
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Pour passer du développement de (1 + 2)" à celui 


° @ s \ < 
de (x+ a)", on fait z— es d'où l'on tire 


D 





puis 


: 


Ge+a)"= a" (142), 


et l’on est conduit à la formule du n° 144 des lémens. 

La démonstration précédente ne laisse rien à désirer 
du côté de la rigueur ; mais les détails où il faut entrer 
pour achever sa première partie, peuvent paraître un peu 
longs, et faire préférer, sous ce rapport, la suivante, ti- 
rée des Transactions philosophiques (année 1796) (*). 


80. L’examen des premières puissances de 1 + x 
conduit naturellement à penser que le développement 
d’une puissance quelconque de cette quantité, doit être 
de la forme 


1 4x + Br + Cr + Drf + Exÿ +etc., 


les coefficiens À, B, C, D, E, etc., étant des nombres 
entièrement indépendans de toute valeur de x: Ilest 
visible, d’ailleurs, que ce développement ne doit con- 
tenir aucune puissance négatiye de x; car s’il avait, par 


P 
exemple, un terme de la forme a: la FUpDOA HQE de 


x —0 rendrait ce terme infini (Ælém., 68), tandis que 





LA 


(*) L'importance de la formule de Newton en à fait multiplier 
les démonstrations à tel point, que leur réunion composerait un fort 
- gros volume ; les Transactions philosophiques , surtout, en con- 
tüennent un Etdhd nombre. 


168 | ! COMPLÉMENT 


la même supposition réduit à l'unité toutes les puis- 
sances de 1 + x. 


Cela posé, soit 


(+ x} —=1+ 4x + Bx° + Ca + Drt+ etc. ; 


on aura aussi 


QHy = 1 + 47 + By° + Cp + Dyl + ete, 
et en faisant 
Q+aæ=u, QG +3) =», 
il viendra 
(+ ne. Ut, «(1e ADP 


et 
ap A(%=y) + B(x y") + C (25) D (Et) Het. 
Mais si l’on fait attention que 
| iteœus, 1+y=v, 
onen conclura que 


UT tre AT Ut 





et que 
ur" A(x=y)., B(x°—ÿ") RÉan e 
ur — y" L—Y nas e BrmY ae Fra oc u 


Or, en vertu du théorème du n° 158 des Elémens, 
on a , puisque m et n sont des nombres entiers, 


D —( 1 — y) (um pums,, AP urippnt) 
up —Qu—v) (ut urtiy,, UV pr), 
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et laidivision par la quantité x — y s'effectue ; il vien- 
dra donc, d'après cela, 


+J 


DT pm... L um pm 1 
PE AT RE ED Pre a À ms A 


AHBGHP EC +-2y+S" HA RE rt) 
+E(rt+xy HR Ly +xÿ + y!) + etc. 
Cette dernière équation, devant avoir lieu , quels que 


soient x et 2 subsistera encoré lorsqu'on fata = 9, 
hypothèse qui donne 


tai, u =, 


et qui réduit ’équation ci-dessus à...........4 .(P) 
M1 
ET = A+ 9Bx 4 3Cx° + 4Dx° Æ 5Ext + etc. 


ou à 
. 0 0 A+ oBx + 3Cx°+ {Dx$4 5Ext+-etci). 
Maintenant, si l’on! met pour u" et u”" leurs valu 


br et 14%, on aura 


“ No — (1 HN 4+2Ba-+5 On 4Da BE + etc.), 


équation qui renferme u#e condition propre à déter-- 
miner les ue 5, C, D,,etc.; du développe- 


ment de (1<+ x". ", En effet, si l’on substitue ce dévelop- 
pement dans le prensr huoihie. on Nonyere 


He AD HT = Bat + Cat ! Diri ete 


He u+: 2Bx + 5C% + jp + SE etc. 
={ + Ax+ 2Bx + 308 Æ {Dr +etc. 
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Si l’on n’a point perdu de vue que! toutes les équa-. 
tions par lesquelles on vient de passer ; doivent se vé=! 
rifier sans qu'il soit besoin d’assigner aucune valeur 
à æ,onen conclura nécessairement que leur premier 
membre doit renfermer précisément les mêmes termes 
quele second , ou, ce qui est la même chose, qu'elles 
doivent être fAtiones: Or, pour “que cela soit, il faut 
que les termes affectés de la même ‘puissance de x 
soient multipliés, dans l’un et l'autre membre, par les 
mêmes coefliciens : on égalera donc les coefliciens du 
premier membre de l'équation précédente , à ceux qui 
leur correspondent dans le secund ; on aura ainsi les 
équations ; dé. “is D 











AZ, Pi | A =, 
m 
Lui Sr EE 
aB.+ Ain 2 ” DES — : ÿ 
m 
pi 4 B 3) 
3C + 2B = —B, cequ /C — ° 
& donnera d: 9° 
HO C5 
4D + 5C = —C, : D\= x » 
m 
Va LE 74) 
eic. etc. 


On voit, par les dernières équations, comment les coeff- 
ciens 4, B, C,'D ,etc., dérivent successivement les 
uns des autres. Si l’on prend leurs valeurs, ce qui n’a 
aucune difficulté, et qu’on les substitue dans la suite 


rl L 
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+ Ax + Ba + Cr etc., 


on trouvera 
m m/m. m/m m/ 
ES Au \ —{ ——1 || ——02 
n\n NN 7x : 
Ga) = D 


2G-)G-)E 9 


RS on xt 
Fe | 1.2.9.4 Name 








J'observerai qu’il n’y a point d'induction dans ce qui 
précède; car toutes les équations qui y conduisent 
sont symétriques, et la loi de leurs termes est telle , 
qu’on peut en concevoir un aussi éloigné qu'on voudra 
du premier. Il faut remarquer aussi que.le dévelop- 

2 
pement de (1 + x)" donne celui de ( 1x)", en 
faisant 7 — 1, et qu'ainsi la formule du binome se 
trouve détnontrée r lorsque l’'exposant est un nombre 
entier. 

On pourrait encore révoquer en doute la légitimité 

de la formule pour le cas de l’exposant négatif; mais 
pourla prouver, il suffira de montrer que l'équation (7), 
de laquelle se tire cette formule, a encore lieu lorsqu'on 
y change m en — m; or, c’ést à quoi l’on parvient en 
observant que 

47 — um 





LT min TM, ES pt ALES 
DR es (9 y 


car il en résulte 


TT a a 1 Pipe a Ts 117 Fer, ÿ — 47 
De un CT puni er) + + ue y")? 
Un — y" 


et comme, par ce qui précède, la quantité — ee de- 
LU = 
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ù m IN —1 
vient a 





lorsque »—%, on aura pour le même cas, 


ue WT 1] mu"T1 mn AU T1 


Re A 7 ES 
Le second membre de l'équation (7°) ne changeant 
d’ailleurs RO de forme, elle deviengéa 


— —= A+9Bx + Ca ADS EE etc., 


nutT—1i 





équation qui ne diffère de (7 ; que par le signe dé my 
et qui doit, par conséquent | Conduire aux mêmes ré. 


sultats que IL On déduirait dé lé A roc a y Pets y ets 
geant m7 èn —, 


81. Pour appliquer maintenant la formule du binome 
à l'extraction des racines, je vais. chercher la racine E°. 


de a + b, c'est-à-dire: développer (a+b)5. Enfaisant 
m=—;$ dans la formule du n° 144 des Elémens, et-en y 
changeant æ en:a, et « en b, les "RARE 














MA M—1A M—L2a cv 
1, —— NÉ 10 26 sy ic 
APR Te d''ER A ARE TOUTE 
deviennent | L 
1 52—1b 1—2b :—3b 7 
AE As - RAS RER La NE j 
WE a? da} 5.7 4 a? ' 


et en réduisant, Luptigl or | 


fe 1 b'. 4 b ; 9 b. 14° b.- 
| 5 a 


AUTANT EE 


En faisant les produits successifs des nombres de cette, 
dernière ligne , comme l'indique la formule citée, et. 


F à 
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RUE 
multipliant le résultat par .a5, on trouvera 


Sfigtb 14 1.49 b 
‘pos ae 2.b? & | 2.3.5 & 
1.4.9.14 bf ? 
Tasset} 


Pour employer cette formule à l'extläction appro- 
chée de la racine cinquième d’un nombre donné, on 
partagera ce nombre en deux portions, de manière que 
la plus grande soit une cinquième puissance exacte, et 
on la prendra pour a ; le reste sera b. 


Soit, pour exemple , le nombre 260 : on le décom- 


posera en 245 + 17, parce que 243 est la cinquième 
puissance de 8, et on fera 


Sad ob test: 
il en résultera | ». 
1 b 17: 
LEUR ; 
re a PTE 


En substituant ces nombres dans la formule précédente, 

la racine cherchée sera exprimée par une suite de frac- 
tions de plus en plus petites: Pour l’évaluer , il faudra 
réduire ces fractions au même Ron ANR mais on 
évitera cet embarras en les convertissant en décimales. 
Dans cet exemple ; b étant moindre que la dixième 


partie de a » approximation sera très rapide. 


‘Voici les différens termes de la suite , formés chacun 


par le moyen de celui qui le précède, d après Ce qui a 


été dit plus haut. 
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1 LETIME, . us ss see 06 » » oe sf 1 3 0000000 





e LEA) 
2”, RME 18 —=4=+0,0189916 
Ge, — AXE — mn Brie MR 0, 000) 
47, BXB.E— | C=+0;,0000164 
| b 


1] be, —Cx7 er — D [AE AL URE PRO —0,000000 


—1,0140082 — 0 ,000392 


—0,0003923 
—+1,0156159 
5 
3,0408477: 
Les termes qui suivent le cinquième sont trop petits 


pour en tenir compte a Jorsqu' on se borne, comme je l'ai 
fait, à 7 décimales. J'ai retranché la somme des termes 





négatifs de celle des termes positifs, et j’ai multiplié le ! 


reste par aÿ où 3, ce qui a donné 3,0408477 pour la ra-« 


cine cinquième de 260 ; mais quoique le résultat ait 


7 décimales, on ne peut compter que sur l’exactitude ! 


de la sixième. 


De quelque degré que soit la racine ‘qu’on veut ex- 


traire, on procédera comme ci- dessus , et on obser- 
vera, en général, que toutes les fois què l'on emploie 


la formule (x + a)" pour convertir une expression 1 


en suite infinie, et pour approcher de sa yaleur, il ! 
faut que le premier terme , x, soit plus grand quei! 


(4/ . . 
le second , a, afin que — soit une fraction, et que, tous 
x 


CRE 2 


les termes devenant de plus en plus petits , la série soit, # 


convergente. 


De a ee. 2 et 
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82. Les premiers termes du développement de (x a)" 
suffisent le plus souvent pour exprimer d'une manière 
très approchée les racines des nombres ; et c’est de là 
qu'ont été tirées plusieurs formules que je vais faire 
connaître. | 
Soit proposé d'extraire la racine m°"° de la quantité 
ab, dans laquelle la valeur de a surpasse beaucoup 
celle de b. Pour céla , comparant a" + b au développe- 
ment de (a+ q y, et effaçant de part et d'autre le 
terme a”, on aura à 


es m(m—1)(m—2) 


La 


b=mar— qi = Ve 1) ns g°+ am—3q$ etc. ; 


résultat auquel on _. donner la forme suivante : 


Bern I) 


et dont on tire 


b 
EM nm), m(m—1)(m—2), 4 x 
M TM ns © geo 


On pourra négliger, vis-à-vis du terme ma", ceux 
qui sont affectés de la quantité q, si cette quantité doit 
être une fractiomtassez petite ; on aura une première 
approximation que-je désignerai par q’, et dont l’ex- 
$ b 
pression sera q'=— ru per 
En prenant un terme de plus: dans le dénominateur 
de l'expression ARAREAL de q,etne négligeant que les 
termes affectés de q° et.des puissances supérieures , oh 
aura 





Re b b & 1 
mr 7 ma"Tt M — 1 
ma Fe ons af Eat A 
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On mettra dans le dénominateur du second membre, 
à la place de g, sa valeur g', obtenue par la première 
approximation, et il en résultera une seconde valeur : 
b 1 


D ass m 
| a+ 


plus exacte que la première ; on pourrait continuer de 
cette manière, mais je me contenterai d'ajouter à ce 
qui précède , l'exemple donné par Lambert, auteur de 
la méthode. | | 
Soit m—3 et a*+ b— 45875642 ; on trouve que le 
plus grand cube contenu dans ce nombre est 45499293, 
cube de 357; on a donc aÿ— 45499295 ,b—=374549, 
et a — 857, Il vient ensuite 
AN b RAT b l 
ch FE LT 6 al 
b _ 374849 
3 = ne — 349,53221 , . 
0.8 L.1 34993891 g 
COR Pt 357 AS 
MENT 1 __ 349,53201 
ie 3a AN apr pi 357,98 ga 


2 














et par conséquent, 
a+ q —357,9764. 


Ce résultat est exact jusqu'à la quatrième décimale ; 
on peut s’en assurer en faisant a — 358, nombre très 
approchant, et duquel il résulte AURA 


a — 45882712, b——9g0o7o, 


__ go7o 
DV —2 — 8,445065 , 


De 
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b 1 8,445065. A ER, 
Pr deg = % 0,0256 &;9", 
HS: : 6 8,44506 
Mood Gr Fe # 0,093591 — q°, 
d'où | 
a + J — 357,970409, 


valeur qui s'accorde avec ia précédente dans les quatre 
premières décimales. 





$ 1 di 
Si, dans l’expression q"— ——— 
] P q ma"? M—1 


a+ q 


, On 


met pour q" sa valeur —— il viendra 


ma"? 
* 2ab 
7  9ma"+(m—1)b° 
d’où il suit 


PEYRE 2ab 
GE RE SORT RER 

oma" E(m—1)b? 
formule à laquelle Haros est parvenu sans connaître le 
travail de Lambert. Il en résulte, lorsque m = 2 ét 
m5, les expressions suivantes : 


La 


Eu 2ab ab 
Vatb=at eg, Votl=at 


83. En faisant m == } dans les quäntités représentées 
par À et par Z, à la page 92, elles'donneront, si a sur- 
passe b, des séries convergentes, au moyen desquelles 
on dbtiéndez les valeurs approchées des expressions 


(CET En NES CL Ter 


| Compl. des Elém. d'Alg. 12 
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1] viendra 


5.6.9.12 at 
1,2.6,.8:11: 1400 
#56 0 018100 — 010 fo 
{ 1,4:9 D, 1409168421 D 
ue 6.9 a ! 3.6.9.12.15 & 
2.5.8.11.14.17 D? 


= TE grinciiBa @ te te}; 


et en substituant ces valeurs dans les formules du n° 31, 
on aura des valeurs approchées et réelles des racines de 
l'équation du troisième degré dans le cas irréductible. 

Ces séries n'étant convergentes que dans le cas où l’on 
a b<< a, il faudra en trouver qui procèdent suivant les 


e (24 ? . 
puissances de — pour le cas de b > a, ce qui se fera en: 


b 


écrivant, comme il suit, les binomes proposés : 


CV +", VE +0 
Or, 


by —1+0= D T9) ten les 


— —4/—_1; de même 





puisque 


1 
V— 


{550 
donc 


(a+ bV—1)" = (b (=), 


== +) 
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Les développemens des facteurs 


( iv) et. (: + Vi) 

se déduiront de ceux de 
b,-—\m b ,y—\m 
Co D NC ED 


Œrte., #4 +8 
en changeant a 25 il ne restera plus qu’à multiplier 
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les séries résultantes par les facteurs 
OV —1)"=b"(V/—1)" et (—5 = y 


Pour obtenir (Y/—1 Vs lorsque ME ; 3i fat cher- 


] 
cher la valeur de (V/—1}, et l’élever ensuite à la puis- 
1 °° 


sance p. Soit y — (V—1} » OU, Ce Qui reyient au même, 
1 


y—=(— 1); en élevant les deux membres à la puis- 
sance 2q , On aura 


YT—=— 1 HROU Y+1=0, 


Telle est l’équation d’où dépend en général ( treus ÿ : 
mais lorsque q ést impair, une des valeurs de cette. 
expression est égale à +V/—x, OÙ à —ÿ/—1 ; Selon 
que q est de la forme 4:41 on 4143 (41), parce 
qu’en faisant, dans le premier cas, = + W 1, et dans 
l'autre y—=—Y/—1, on trouve L'EST 7 


1 
En prenant m =, on aura (4/1) — _ Wii 
puis il viendra 


LS 2: Dati RS ï 
Ai Les 25e à 
3 b4 3.6: PTE Égiss bÿ ete.}, 


12,, 


dé #4 


180 COMPLÉMENT 


PR CE RE AA 
"E Dites F-Gérra DEN cf» 
et l'on formera avec ces valeurs un second système de 


formules qui donnera les racines de l’équation du troi- 
sième degré, lorsque b > a. 


84. On a en général 


G+bV =) + (— bi = 
4 m(m—1) b° dar em Ms: x. 
aa {-— RCE aie ete. }. 
On peut obtenir pour la même M d’autres dé- 
veloppemens en séries dont là marche soit plus rapide 
que celle de là précédente, et cela par un moyen fort 
simple. En ajoutant l'équation 


(HE 


mb, m(m—1) b? m(m—1)(m 4) B 


At — — etc. 
ve a 1.2 ET 1.2.9 PT £ 
avec l'équation 
b M 
(5 
ù m(m—1)b? Re 
14 1:00 a 1.2.0 


il viendra 


(+) +620 = 


Le 2  m(m— — —3) b{ 
(+0 \eMenes L fus Le. ete. ) 


et si l’on retranche la seconde de la première , on 
aura 
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5 ai Get 
(+2) 


m b 2 6 88 AC + etc.) 


1 a 1:29 
l'un de ces résultats ne renferme que les termes qui oc- 
cupent un rang impair dans le développement du bi- 
nome, et l'autre ceux qui occupent un rang pair. 
Si maintenant on ajoute l'expression de 


Re Te) 
trouvée ci-dessus, avec celle de 
b D "Om b me 
( + ay: +( mL 
déduite des séries du n° 41, et qui sera 


iissl b? m(m—1)(m—2)(n—5) b# 
(1 a a° L, 954 at ete. , 





2 





2 





il en ra 


CHE) A) (AD (D) 
æ 4 (: + nt udaez à NS ‘om À + etc.) | 


la série du second membre ne contiendra plus que les 

termes du développement du binome, pris de quatre 

en quatre, à partir du premier, à 
Retranchant ensuite l'expression de 


COLOR 
de celle de 


(+: MN + (: h 
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on trouvera 


CH) AD 


m(m-1)b® , m(m-1)(m-2)(m-3)(m-4) SEE Fe 
RTE + EAN PTEE +4 ): 


le second membre ne contient encore les termes du dé- 
veloppement du binome que de quatre en quatre, mais 
à partir du troisième. 

On tire de la première de ces équations 


TRE) 
+4 (+0 EI À + ete), 
et de la seconde, 
CHME CEE CDE TC) 


m(m-1)b% , m(m-1)(m-2)(m- -8)(m-4\m-5) 5) b° 
4 110 at 1:2:5.%.070 ms + ete. ). 


Lorsque l'exposant m sera fractionnaire, les séries ci- 
; À NE e "T. 
dessus ne se termineront point; mais si la fraction — 
a 

est fort petite, il suffira de joindre à la quantité... 
b\" b\Nr | l 

( + =) +( —:) , un ou deux termes de la série 

rURLE a 


qui vient après : on pourra souvent se contenter de l’une" 
ou de l’autre des valeurs 


CRETE Un Lo 
ODA 
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( HV) + (: — y) = 
ROSE 


Quand m = 3, on voit, par le signe des termes qu'on 
néglige, que la première est plus grande que la vraie 
valeur , et que la seconde est moindre; on reconnaitra 
donc, par la différence des résultats obtenus , le degré 
d’approximation qu’on aura atteint. 


Les formules précédentes s’appliqueront à l'expression 


(+ Vi)" + (a— by}, 
en les multipliant par a". 
Si l’on prend la différence des développemens de 


(Aya prb ÿ 


qu'on la divise par War iet qu'on y ajoute ou qu'on 
en retranche le développement de 


(COESI 


on aura les deux équations ci-après, dont les seconds 
membres renferment les termes du développement du 
binome , pris de quatre en quatre, à partir du second et 
du quatrième : 








2 D Ce 
(5 


rs ete.), 


m b , m(m—1)(m—2)(m—5)(m—4) b° 


AS T 1 32.3/4F0 


Œ— 
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OT CT OT 
+ (DT 


mmir=1)(m—2) b% : m(m—1)...(m—6) b7 
— À RAS a hr à PPT > ete. ). 


85. Il est facile de déduire du développement de la 
puissance m du binome, celui de la même puissance du 
polynome quelconque a + b + c + d+ e+ etc. Pour 
y parvenir d'une manière commode, je représenterai 
le développement de (a + b)"par 

a" + Aa" b + Bar"b? + Ca"Tb$k etc. 
Si maintenant on suppose que b se change en b+c, 


le binome ab deviendra le trinomea+b<+c,etil 
faudra écrire , dans le développement précédent , 


G+Hc), G+cYÿ,; G+c), ete, 


au lieu de b, b?, b, etc. On trouvera, par ces substi- 


tutions, 
3 
b 4 “a 
a+ dar À Line tete ce 18h: + etc., 
| 5, 
+ 


/ résultat quil est facile de continuer aussi loin qu pn vou- 
dra. Soit done Vam-"b" le terme général de (a+b)"; 
il se changera en Na"-"’(b + c)"’; et si l’on fait 


bæ+c)"= 
DE A ba LE B'hn' rc LC, ON DM = em L otc,, 


L 


Tr 
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il deviendra 
bp 
+ 4'bm—1c 
+ B'bw—26? 
PAC mnt EP CN Of es 
—- N'bhr'-nm" cm! 
+ etc. 


En considérant avec attention ce développement, on re- 
marquera bientôt que, dans chacun des termes. qui le 
composent, la somme des exposans des lettres a, b, c, 
est constamment égale à m, mais qu'ils ont d’ailleurs, 
chacun en particulier, toutes les valeurs qui peuvent sa- 
tisfaire à cette condition, et que le terme général, c’est 
à-dire celui qui ne renferme que des exposans indéter- 
minés , a pour expression 
N'a Mon”, 


Je suppose encore que c se change en c + d, et 


qu'on ait (c+ dy" — 
CHA" d4B"c mia ]2 1 Ce B,,HN'er"-n"d""+etc.; 


en substituant ce développement au lieu de c"” dans le 
résultat précédent , on trouvera que le terme général de 
| (a+b+c+d)r sera 

NN , N" am" pratæme RS dr". 


Il est facile de continuer ce procédé; et l’on voit déjà 
que N°dr"-m"en" Etant le terme général du binome 
(d + e)"”, celui de (a+b+c+ d + e)" sera 


NN'N'!IN"ar-n'bu/--m Dome =mD Jr mu omA a 


Il ne reste plus, pour avoir chacun de ces termes géné- 
raux, qu'à substituer, au lieu des coefliciens N, N”, N°, 
N” etc., leurs valeurs. 
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Puisque !V est le coefficient du terme a"—”'b"", dans 
le développement de (a+ b)", on a 


1,2 . 


LS CNRS RESTE Le 1 (Elém., 141). 


Si l’on écrit au numérateur et au dénominateur tous 
les facteurs compris entre 1 et m—m’ inclusivement, 
la valeur de cette expression ne changera pas , et l’on 
aura alors 


LA DE dite ste D'ou ee VS INIST Cd 
120 M DC Led se TUE 


N=— 


On déduira N’ de IV en changeant m en m’, et m'en 
m'; il viendra donc 


/ 


'— Litres emereeeeet me 


7 1.2....m X1.2....(m—m') 


on aura de même 


1 L'ÉNRSUE De ee ne Re TIb 
Tin 2e MSC 1,9 0 I MEN 
(7/4 
mm TeDesssessesssssssssse M 


— 


1.2....M7 X1.2...(m'—m"") 


En faisant le produit VNN'N'N", avec l'attention d’effa- 
cer les groupes de facteurs communs à la fois au numé:. 
rateur et au dénominateur, on trouvera 
NN'N'!N"— 
120. DUMAS a 6e IN CAIN 


oo, 
L.2..(m-m')xX 1 .2..(m'-m") X l .2 .(m"-m") X 1 2..(m"-m"")1.2.m""" 


fm mie 'p, 

m if 4 TES q; 

Soit fait, pour abréger, m" — MAT). 
| m'” mn” = $ , 

€ m'" = {5 
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187 
en ajoutant ces équations , il viendra 
; p+g+ræ+s+i=m, 
et l’on aura 
D nn de duht re de durriae same ur 
CNET RE. CM RC OMIS PO EN î 


pour le terme général de (a+- b+ c+dæ+e)": de là 
il est facile de déduire celui de la puissance m d’un po- 
lynome quelconque. 

Avec le terme général, on formera le développement 
cherché, en observant qu'il doit contenir toutes les puis- 
sances , depuis o jusqu'à m inclusivement, de chacune 
des lettres a, b, c, d,e, etc., et que la somme des ex- 
posans dans quelque terme que ce soit, doit toujours 
être égale à m. Quant au coeflicient numérique, la for- 
mule précédente fait voir comment on le déduit des 
exposans du terme qu'il affecte. 

Pour donner un exemple, je prendrai 


(a -k b + c + dy, 
En ordonnant le développement de cette puissance par 
rapport à une même lettre, je suppose que ce soit a, 
on n'aura plus qu’à chercher tous les termes qui doivent 
contenir chaque puissance de a; la manière dont je vais 
former ceux qui sont affectés de a°, fera voir comment 


il faudrait s’y prendre pour toute autre puissance. 
J'écrirai 


a°b®, a°c*, ads. 
æb°?c, a°c°d, 

a’b°d, ac, 

abc? , 

abcd, 

abd?, 


Je ne m'arrêterai pas à former les coelliciens ; parce 
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qu’il n’y a aucune difficulté à cet égard, en se rappe- 
Jant que toute lettre qui ne porte pas d’exposant est cen- 
sée en avoir un égal à l'unité. 

Si m n'était pas un nombre entier positif, la condition 
exprimée par l’équation p4-q—+r+s+1+..—m pourrait 
paraître difficile à remplir ; mais on évitera cet inconvé- 
nient, en donnant au polynome (a+-b-c4-d-He-etc:)", 
la forme d’un binome (a +- b’)", dans le développement 
duquel on substituera , au lieu des puissances de D”, qui 

seront nécessairement positives et entières, celles du 
polynome b 4 c + d + e 4- etc. On trouvera de cette 
/manière le terme général exprimé-par 
| m(m—1).. mn 
AL UE SAR NARMES Là: 
CON OO 
1.2. TE 21 1.0.5 OL 
m(m—1)......(m—n+i) RATE) 
DOC LTS IT IT PCI TS LOSC TIRE ti 
sous la condition q-Hr<+s+t=—n, et n étant suc- 
cessivement égal à 1, 2, 3, etc. 

86. On peut faire usage des formules précédentes 
pour développer l'expression 

(a + bx+ cr +dxs Lext+,,..)7; 
il suffit pour cela de changer respectivement b,c, d, 
e, etc., en bx, cx*, dx, ext, etc., dans le développe- 
act de 


GTA > 4 


(a+b+c+d+e......)" 
En se bornant aux lettres écrites ci-dessus, le produit 
aPbic'd'e' devient aPbic'dse xt #8stat : 
quant au coefficient qui le précède , il demeure le même 
qu'auparavant. 





| 
| 
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Si l’on voulait former immédiatemeïit tous les termes 
affectés dé la même puissance x", il est visible qu'il: 
faudrait choisir Îles valeurs de q, r, s, t, de manière 
qu'elles satisfssent à l'équation 


gH2r+5s+ét=n. 


Les procédés qui font trouver par ordre ces diverses 
valeurs, sont l’objet de l'Analyse combinatoire des géo- 
mètres allemands , sur laquelle on peut consulter les 
Elémens d'Arithmétique universelle, par M. Kramp. 


87. Des considérations analogues à celles du n° 80, 
font obtenir bien simplement les relations des termes 
consécutifs du même développement. Si l’on pose 


(a+-bx+cx+dx+...)"—4 + Bx+ Cx°HDx+etc. : 
A,B,; CD; etc. , étant des coefliciens indéterminés, 
ce qui donne aussi 
(a+by+cy"+dy+. .)"= 4+4By+Cy°+Dy+ etc., 
et que, pour abréger, on fasse . 

a + bx + cæx° + dx +... =u, 

a + by + cy + dj +... =w, 
on trouvera ( 
un y" B(x—ÿ) + C(x= y") + D(x°— y°) + etc. 

uv b(x—y) + cat yt)+ dx— ÿ5) +etc." 

Les deux termes de la fraction du_second membre de 


cette équation sont divisibles par x — y; en effectuant 
la division, on trouvera 


B + C(x+ y) + DGSE + xy + y) + etc. 
b+c(x<+y) + d(x+ ay + y") + etc. 


Si l'on fait x=y, on aura en même temps u =; le 
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| m un 


se réduira, dans cette hypo- | 
— / ‘ 





; U 
développement 


thèse, à mu", quelle que soit m , ainsi qu'on le con- 
clurait facilement du n° 80, et l'équation précédente 


deviendra 
tpntatonrn seetipet 
mails | 
brdore Ms 
Cabane... Ce SLR 
A+ Bx + Cx° + Daf + etc. 


a+ bx + cx° + dx + etc, ? 
par hypothèse : on aura donc 
mA+Bx+Cx+DxHetc. LL PUR B+- 2 Cr LBDaë ete. etc. 
a bx + cx°+ da etc. — bHocx + 3dx? + etc.’ 


et chassant les dénominateurs, 


m(4+Bx+ Cx°+Dx*+Exfetc.)(b+2cx-3dxex etc.) 
=(B+92Cx+5Dx+4E x*Hetc.)(atbx+cxkdatHexietc.) : 


faisant les multiplicätions indiquées, il viendra 


mb A+ mbB|x- mbC\x°+ mbD\x+ mbElxi—etc. 
—HomcA| +omcB| <omc€C| <2mcD 1 
5mdA| <35mdB| +S3mdC 
4ymeA| +A4meb 
5mfA 
aB+-oaC x+3aD \x°LéaE|x +45 aF |xt+etc. 
+ #B| +sbC| +3bD| +H4bE 
+ cB| oecC| +5cD 
- ce 2 dC 
+ eB 


En comparant les coefliciens des mêmes puissances de x, 





] 
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on trouvera 
aB=mbA, 

M Atemct, * 
D Com BL 8mdA, 
4aE=(m—5)bD+(2m—2)cC+4(8m—1)dB+4meÀ, 
5aF—={(m—4)bE + (am—3)cD+(8m—2)dC+4(4m—1 )eB+5mf A, 
etc. 4 

La loi de ces valeurs est facile à saisir : tous les coef- 
ficiens B, C, D, etc., seront déterminés lorsque 4 sera 
connu ; mais on voit qu'il exprime la valeur du dévelop- 
pement quand x — 0, ce qui réduit à a” la fonction pro- 
posée (a-bx+0ox°+dx+...)": on a donc 4— a", 

En calculant d’après cette valeur, celle des lettres 2, 
C, D, etc., on trouvera facilement que la puissance m du 
polynome a--bx+-cx°+dx*+etc., a pour expression 


ana m1} gr 1) am—2b2 pre Liu am—3b3 


le. XF TA 1.2:8.4,8 
bdd LU (m-1)(m=2) mue Nip m(m-1)(m-2)(m-58) 75) abc 
1.2.1 We Hit. a tt 


m(m-1) a"—2bd 


1)m-2)m- 2-2)(m-8) mp4 mn atn- tn DA am—5p5 L° 
m(m-1)(m- -2) av-3b2d 


L'el F9. 1 
m(m-1) a—2c? m(m-2)(m+2) a"3bc? =} etc. 
19 
Tome 
I 


+ + + + + 


1:1.92 
pie m—be 
nn 1) a"—?cd 
mi 
/ 


| | 
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Moivre , qui donna le premier la formule précédente, 
fit aussi remarquer la loi suivant laquelle on peut former 
chacun des termes qu'elle contient; mais comme je 
n'aurai pas occasion de l’employer fréquemment, je ne 
m'arrêterai pas d'avantage sur ce sujet, J'observerai 
seulement qu'il n'existe point de fonctions algébriques 
qu'on ne puisse développer par ce qui précède ; car les 
plus générales ne sauraient être que des combinaisons 
de monomes ou de polynomes élevés à des puissances 
positives ou négatives, entières ou frattionnaires. 


De la sommation des séries dont le terme général est 
une fonction rationnelle et entière du nombre de 
leurs termes. 


88. J'ai donné dans le n° 299 des Élémens la somme 


des termes d’une progression par différence, 
[#4 ? b L] C 2? LR ] # LL & ] ln) 


dont la différence est à, et le nombre des termes n; 


je suppose maintenant qu’on élève chacun des termes 
de cette série à une même puissance, et je vais consi- 
dérer la série 


ar, 8 “ch . Le km, LR 


On forme d'abord le développement de ces quanti= 


tés en élevant à la puissance m chaque membre des 
QD, 


Be nED, © = bd 8 SUD 


on à | 
om a" — ami) die am—2d 2 + etc. é 
cm = DM bd + rires 1) pme LE ete, 





DES ÉLÉMÈNS D'ALGÈBRE. 193 


m(m — 1) 5 


ge he + po MD pape ot 


? 


En ajoutant respectivement entre eux les premiers et les 
seconds membres de ces équations, effaçant les térmes 
communs aux deux sommes , et transposant a" dans la 
première, il viendra 


I — a" = T0 (ami pm ont, LmTr) 
hate Denis HR) (1 À: 
4 mm=1)m- 2) (a m—s _Lpms ons, ,Lkm—s) 


1.2.9 
- etc. 
posant alors 
a+b+oe.......... +k +1 =S,, 
AN DÉ Dh AE €. er, à RL E—S,, 


am DE om. hr ms, 


on aura 


a+bæ+ec..,....... + k = S,— 71, 
a+ BH c...,...... + kR=S,— P, 
CRD nd HR Snee ts, 


et d’après cette notation, l’équation (1) se changera en 


Him 


jan NS) D (sin) 


7 Sn 2) 554 — m5) H etc. (2). 


Ce résultat , exprimant une relation entre les diverses 


Comp. des Elém. d’Alg. 13 
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sommes. S,,83,...., Sy_:, fera coñfaître la dernière 
lorsque les autres seront données. 
Supposons d'abord m—1, il viendra 
l—a—=d(Ss,— D); 
or So= a Hbc... .LRLEPEn: 
où Aura donc | 
l— a = (n —1)o, 
ou bien 
l—= a + (n —ar)?, 
ainsi qu'on l’a obtenu n° 298 des Elémens. 
Faisant ensuite M — 2 , On äurà . 
P— a = 20 (S, — 1) + MS; 2) ; 
l— a 


2) 
P— a = 20(S, — 1) +A(— à), 





et en mettant pour $,— 2°, on trouvera 
d'où 
8, = +40 (ar) (re), 
A a D SE 


et comme /— a + d— nd, on obtiendra 


S __n(a+ ) 
ossi 2 , 


de même que dans le n° 229 des Elémens. 
La supposition de m — 3 donnera 
Ba —3NS, — P) + BUS, —) LAS, — P); 
subètittant dahs cette équation, pour S,=—2 etf,— /, 
les valeurs trouvées ci-dessus, elle deviendra 


BAS, — 1) Æ FDP — 2) (1 — a) 
= MT Po UNIT De TIMOR ; 


15 as 
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et donnera | 
L NAME à dire 2 2 
se a) AU a?) + à (U— a) 
__ 2(8 — &$) + BNP + a) EL (1 à) 
10100 0D ITU LT ANGES CITE ENT 7 


Il est facile, en continuant ainsi, de parvenir aux 
valeurs de S3, S;, etc. 


89. Thomas Simpson a donné aussi un moyen très 
simple pour obtenir immédiatement la somme des puis- 
sances semblables dés termes de la progression par dif- 
férence, et qui revient à peu près à ce qui suit. 


x ‘ ; a+l}n 
Läasomime des premières puissances étant S gro 





s NO % 
devient 7 + n, lorsqu'on met pour / sa va- 


jee a s (n — > l'analogie porte à conclure de là 
que la somme des puissances du degré m peut être ex- 
primée par 
An LE Bnr + Car... + Mn, 
les lettres 4, B, C,....W, désignant des quantités in- 
dépendantes de n; on aura donc, dans cette hypothèse, 
ANT L Bnr + Cr... + Mn = 
a" (a + SM (a Had)... D Load (n 21399. 
Maïs si l’on augmente la progression proposée du terme 
a+ nd consécutif à a+ (n—1)9, le nombre des 
termes deviendra alors n 1 ; et substitvant ce dernier 
au lieu de n, dans le premier tab de l SARA Ci- 
dessus, on ous 
Ana) B(n+4 1)" Ca ) MAD) = 
a" (a+d)"+(a+2d)".. +{[a+(n- 1)d ]"+(and)"; 
retranchant de cette dernièré équation celle qui pré- 
1% 
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cède , il viendra 
AT (RAA) Ba) en] 4 CT (41) en] 
QE +M=(a+ nd". 


En développant les deux membres de ce résultat, et en 
les ordonnant par rapport à n, il prendra la forme 


mi, EU PEN Ge mL Cm? D Ant etc. 
à 1.259 
Re m Bn"ri+ CD pt 
è —— Cr + etc. 
+ etc. 
m(m—1) 


m 
= din se adMTInMmi LL PNR NE etc. 


Égalant entre eux les coefliciens des termes semblables 
-de chaque membre, on aura 


ie (mæ+i1) , = jm % 
mm 44% B — Fe, 
+ DmG) 4 Mn ppm MGM) pme 
1.209 1,2 
(m+1)m(m-1)m-0) m{mn-1\m-9) RE jrs 
1.2.0.4 "VAS 1.2 5 RTE F2 
ca m(mi—1)(m—9) ad m-s,. 
WE 1210 
etc. ; 
d'où l’on tirera 
—— an. 
rm Ha 


B — adm! — M A 
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CT 9m LINE ar 17 
le CAE: 3 
m(m-1) ami m=1 __m(m-i) (nti)n(m1)y 
ae è 2 o À M id CRE VU 
etc. 


Si dans ces formules on fait successivement m—1, 
m—2,m—3, etc., que l’on substitue dans l'expression 
An" HE Bn"+ etc. les valeurs qu’elles donneront pour 
les coefficiens 4, B, C, etc., et que l’on désigne comme 
ci-dessus , par $, la somme des premières puissances , 
S, celles des secondes, S3 celles des troisièmes, etc., 
on trouvera 


ROUE 

PL + 

M, 2a)—M ,.  6a—6ad+" 
4 ke RE 
2 3 CARE M 2 3 32212 2 
3 pu RARE d—6ad + à rss 3a°d+-ad se 
4 2 

go. Je ne Hoi pas plus loin ces valeurs, mais 
j'en ferai l’application à la progression formée par la 
suite naturelle des nombres 


a — à 
n 























S=qn+ 


EN CET MERE TL 


Dans cette progression, 


OEM DOTE ANR re, 
et par conséquent, 


L_ me 
S=2— 


Boni 
S, == Le 
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HE on° + 5n°4-n ru ab EE tint Ÿ 





6 DER 1.2.3 
‘ri on L n° n°(n + 1)* 
ee CS RE. 


91. Au moyen de ces formules, on peut trouver la 
somme de toutes les progressions dont le terme général 
est exprimé nel des puissances entières et positives 
de n. 

En effet, si le terme général d’une série était a, la - 
quantité a ne changeant point, il est évident que la: 
somme de cette série, dont chaque terme se tire de l’ex- 
pression an?, en faisant successivement 7=1, n=2, etc., 
serait 

1Pa + Pa + 5a+/a..... na 
= (18 + 9P OP H 4... + na = ass. 


Il suit de là que la somme de la série dont le terme 
général est anP + bnf, a pour expression aS, + DS, ; 
car chacun des termes de cette série est la somme des 
termes qui se correspondent dans les séries dérivées de 
an? et de bnf. 

Enfin, le terme général étant am? + bn — cn, la 
somme sera aS,+ bS,— cS,, puisque chaque terme de 
cette dernière suite est égal à la différence entre les 
deux termes qui se correspondent dans la série dérivée 
de an? - bni, et dans celle que donne en’; et il est 
évident qu’on doit obtenir le même résultat en faisant 
la soustraction terme à terme , ou en prenant la diffé- 
rence des deux sommes respectives. 


g2. Soient pour exemple les suites. 


n à 


1, 2, D As Et 1? 
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AG 1 
3 6, 10, CR BURNEN TE) 


1; 9, 1.8 y 
n(n +1) PRSSEELEURC AR 
274,/19,/20,... MTS US 


giC ; 


qui contiennent les coefliciens des termes'du dévelop- 
pement des puissances négatives du binome, et dont 
les termes généraux sont les coefficiens relatifs à la 
puissance — 7. 
La première est la progression par différence, dont 
le terme général = #, et est par conséquent égale à 


+n  n(n+i1) 
2 2 
L , 
La seconde, dont le terme général est 


n(n+1)_ n+n 


1.2 Li Lo 


peut être considérée comme la moitié de la somme des 
suites 


1 + 4 + 9 + 16..... + n°, 
1+2+3<+ 4...,.+n. 
DOTE 


La somme de l’une étant -, et celle de * 


6 


n? + 
l’autre S,=: de 





22 
» On aura 


| Sa+ Si _ DH 3n" + on __.n(n+1) (+2) 


DÉMO 13.9 


La troisième suite pro posée, ayant pour terme général 
n(n+i)(n ra n° + 5n+on 


TÉ à ë » peut se décompo- 
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ser en trois autres, dont les termes généraux seront 
è n° 3n° on ; sp : 

respectivement —, —, —; et il est aisé de voir que 


6:27 16 
® ® 3 
les sommes de ces suites auront pour expressions F ? 


35, 26, 
Cu 6: 
proposée sera 5 
Ss+35,+28,. nf+6n+rin+6n _n(n+1)(n4+2)(n+43) 
6 Er 24 1 1.2.8.4 


Les suites que je viens de sommer font partie de celles 
qui sont comprises sous la dénomination de nombres 
Jigurés, à cause de leur rapport avec certaines figures 
de géométrie. On voit que la somme de chacune est la 
même chose que le terme général de la suivante ; en 
sorte que la seconde est formée des sommes partielles 
de la première, la troisième l’est de celles de laseconde, 
et ainsi des autres (*). 


, et que par conséquent celle de la suite 


es 





(*) La première suite de cet article est celle des zombres natu- 
rels, la deuxième, celle des nombres triangulaires, la troisième, 


celle des nombres pyramidaux. 
La somme de deux termes consécutifs de la série des nombres 


\ ; ja 20 \ (n—1)n n(n+1) 
triangulaires est tOuJOUrS Un QUATTÉ ; CA ——— À ——— —n3s, 
* . 2 


Le terme général de cette série exprime aussi Ja somme de la suite 
naturelle des nombres, depuis 1 jasqu’à z (91); et étant élevé au 
quarré, il donne la somme 4; de leurs cubes. 

En prenant, au lieu de la suite naturelle des nombres, d’abord 


la progression par différence, 
1,9 SVIRDRS 
commencant encore par l’unité, mais dont la raison est 2, les 


sommes partielles formeront la suite 


1, 4, 9, 16,.... des nombres quarrés où quadranguülaires; 
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Des Séries récurrentes. 


93. On a vu, ( Élémens , 235 ) la progression par 
quotient , , 


a + aq + ag + aq° + etc., 





naître du développement de la fraction ; ceci con- 


RG! 
duit naturellement à examiner les séries qui peuvent 
résulter du développement d’une fraction quelconque. 


Supposons d’abord qu’on ait la fraction ; pour 


a 
a + b'x 








prenant ensuite la progression 


: 
1, 4 7 10,.... 

dont la raison est 3, les sommes partielles formeront la suite 
1, D, 12, 22,.... des nombres pentagonaux ; 


et en continuant ainsi, on obtiendra les sombres polygones , qui 
sont, comme on le voit, les sommes d’une progression par diffé 
rence, ayant pour premier terme l’unité, et pour raison le nombre 
des côtés du polygone diminué de deux unités. 


Si l’on désigne ce nombre par €, et qu’on fasse 
a=1;, d=c—2, l—=1+(n—1)(c— 2) 


dans la valeur de $, du n° 88, on trouvera 


= nn + —— (c — 2) 


2 


Si [2 + (n — 1) (e — »)] 


n n(n — 1) 
2 


pour le terme général des nombres polygones. 


Quant à leur interprétation géométrique, on peut, consulter la 
note de l’article 432 du premier volume de l’Æ/gèbre d'Euler, 
ou l’article FGurÉ, dans le Dictionnaire de Mathém. de l'En- 
cyclopédie méthodique (tome II, page 20). . 
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la développer, on peut se servir de la formule du binome, 


LJ A n . 
puisque — a(a + b'x)"', ou bien encore 


a 
d + b'x 


supposer que 


a 
7" = À + Bx + Cx° + Dax + Ext + etc. 

a + b'x + + + + + ) 
les lettres 4, B, €, etc., désignant des coefliciens indé- 
terminés. En multipliant les deux membres par a+ 0'x, 
et passant tous les termes dans un seul, on aura 


d'A + d'Blx + a Clx? + 'D|x ee LEA 
— a + DAT Æ D'Bl + BC + etc.f 
cette équation devant avoir lieu, quelque valeur qu'on 


donne à x, il faudra égaler séparément à zéro les coef- 
liciens de chaque puissance de x, ce qui donnera 











0 


d'A — a —=o, A = ai 
a 

a'B + LA o, B MST 
a 
d’où b 

aC+bB—= oo, ON pra We À à 
| b' 

D + b'C—= oo, D = — m0; 


etc. A etc. 


et on voit que chaque coefficient de x, de la suite 

A+ Bx + Cx° + Dx$ + etc., est formé, dans le cas 

actuel, de celui qui le précède, multiplié par la quantité 
k | 


— =7, ou que: chaque terme est le produit de celui qui 
b'x 


le précède par — —-. 
Ce 
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Soit encore 


a + bx 
es B C w D 3 TC? : 
dE b'x + c'x? A + x + x° + Dx + etc : 


en opérant sur cette fraction comme sur la précédente, 
il viendra | 
d'A + ME + a'C\x’ + a D|x$ Æ etc. 
—a + Db'A| + DB, + DC +Hetc.: —o, 
— b + CA + c'B] + etc. 


et on aura par conséquent 











d'A—a—0o, h (A—=S, 
| a 
a'B+b'A—b —o, NES mate: À 

| @œ 

Re RANIP LV" 

DRAP» dede eric ete, 
a'D+b'C+cB— 0, D — ira 
etc. ) nt TG: 


Ici chaque coefficient, à partir du troisième , est déter- 
miné par les deux qui le précèdent, multipliés respecti- 
/ / 


; c 
vement par les quantités ——, —-;, et par conséquent 
| a a 


chaque terme de la série se forme des deux précédens, 
cæ b'x 


ST —— 
CAM. Tes 
«a 


multipliés respectivement par — : 





Enfin soit, pour dernier exemple, 


a + bx + cx° 
de A+ Br Crtt Dette. 


on trouvera, dans ce cas, que le coefficient d'une puis- 
sance quelconque de x dépendra des trois qui le pré- 





\ 
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/ 
cèdent, multipliés respectivement par les quantités — mL 


/ ‘ 


after Ban L' qu'un terme quelconque de la suite 


sera formé par les trois précédens, multipliés respecti- 
Er c'at b'x 
vement pAX ——,.— — 
a a 
Il est facile de conclure des exemples ci-dessus, 
qu'une fraction rationnelle de la forme 


a+bx +cx?.....+ part 

d'+bx+ex.....+par + gx"? 
engendrera une suite dans laquelle le coefficient d'uu 
terme quelconque dépendra d'autant de coefliciens pré- 
cédens qu’il y a d'unités dans le plus haut exposant du 
dénominateur. Il faut cependant observer que cette loi 
ne commence qu'après un nombre de termes égal à cet 
exposant. 

Les termes précédens peuvent présenter des lois très 
diverses ; et l’on se tromperait grossièrement si l’on ap- 
pliquait à toute la série, ces lois, particulières à ses pre- 
miers termes. Par exemple, si l’on développe la fraction 


rat 3x + 7x? + 15x° 
1H x + xt a + 24? 


on formera la série 


1+ 0x + 4x? + 8x — 1bxt + x$ + 2x6 4x7 LH etc., 
dont les quatre premiers termes annoncent une progres- 
sion par quotient ayant 2x pour raison. 

Cette remarque est importante , parce qu’elle fait 
bien voir comment la simple induction, tirée de l'in- 
spection d’un certain vombre de termes, diffère du rai- 
sonnement par lequel on conclut d’unesuite d'équa- 
tions dont la forme régulière résulte de la marche du 





a 


RE 
) Fe 
(8 
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calcul, la valeur d'un terme’général qu'on ne saurait 
atteindre. (Z’oyez l'observation du n° 80, p. 171.) | 

Re g' d' af b' 

Les quantités MM T2 D re, Tags Nat 
lesquelles il faut multiplier les coefliciens des termes qui 
précèdent celui qu'on cherche, portent conjointement 
le nom d'échelle de relation; et la relation constante qui 
existe toujours entre un même nombre de termes consé- 
cutifs de ces séries, les a fait appeler séries récurrentes. 

L’équation qui termine la page 8 et qui donne 

Sratn = — APE nr core LS us — US,, 


fait voir que la somme des puissances (m + n)“"# des 
racines d’une équation quelconque forme une série ré- 
currente dont l'échelle de relation, —P,... —7T,—U, 
se, compose des coefficiens de cette équation (*). 





(*) Il est à propos de remarquer que le rapport de deux termes 

consécutifs de cette série, savoir, 

Dogs anti Bts pr Arte. 

Sn. a HE +y +"... f 
pouvant être mis sous la forme 
Br+x yr+: d'r+: 
art: ar+i arts a 
RACE DA A dipr Où (9 
+7 Ê +L+ 2. j, 
approche d’autant plus d’être am à æ, ee cette quantité est plus 
grande par rapport à 8,7, à, etc., et que l’exposant r est plus fort 
(lilém. > 126). 

Si donc + était la plus grande racine de lPéquation proposée, et 
que toutes les autres fussent réelles, on en trouverait des valeurs de 
plus en plus approchées, en fort la suite indiquée ci-dessus. 
Mais ce procédé , sujet d’ailleurs à quelques exceptions, étant moins 
commode que celui du n° 215 des Élém. d° Alg., je ne m’y arré- 
terai pas. (Voyez le Traité de la Résolution des Équations nu- 
mériques, par Lagrange, note VI.) 

En opérant de même sur les sommes des puissances négatives, on 
trouverait la plus pétite racine au lieu de la plus grande. 
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Une progression par différence est aussi üne suite 
récurrente ; car en écrivant, à la place de la lettre d (88), 
la différence de deux termes consécutifs, on aura 


c—=b+b—a=2b—a, d—c+ce-b=—9c—b, etc.; 


ce qui fait voir que l'échelle de relation a deux termes , 
2 EL —1, 


94. On peut se proposer pour ces séries, comme pour 
les progressions, les deux questions suivantes : 1°, Dé- 
terminer l'expression d'un terme quelconque, indépen- 
damment de ceux qui le précèdent, ou le terme général; 
2°, T'rouver la somme d'un nombre quelconque de termes 
de ces suites. La deuxième question est la plus facile à 
résoudre ; aussi commencerai-je par celle-là. 

Soit A+HB+CHD......+H+<I+HKEL 
une série récurrente dont chaque-terme ne dépende que 
des trois qui le précèdent; cet exemple suffira pour mon- 
trer comment le procédé s’appliquerait à tout autre. La 
nature de la série proposée fournira les équations sui- 
vantes : 


pA + 9gB + rC + 5sD = 0; 
pB + qgC+rD +5sE = 0, 
pe +gD+TE +sF = oo, 
pD+gE+rFæ+sG= oo, 


DEA Or + rX + sL = o, 
En prenant la somme de ces équations, il viendra 
P(AHB4CHD...+H)+q(B+CHD ET) = 
+ r (C+4D....+K)4s(D..,.... + L) 
et si l’on désigne par f la somme de tous les termes de 
la série proposée, on aura 
MA DIT Re 
+ Ad BD) +sQ—A4= BON TT 
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d'où l’on tirera, 
PCR -RL) GA KL) HA BEL) HS AR BEC) 
Pp+qg+r+s 


On voit par conséquent que la somme demandée ne 


dépendra que des trois premiers termes et des trois 
derniers, 


95. La même méthode, due à Thomas Simpson, fait 
connaître aussi la fraction d’où la série proposée tire 
son origine. Il faut pour cela considérer cette série 
comme infinie, c’est-à-dire faire abstraction des der- 
niers termes. Dans cette hypothèse, le nombre des 
équations 

pA + gB +rC+sD = o, 
pB + qgC+rD+sE =, 

| pC + qgD +TE +sF = 0, 

pD + gE+rF+sG—=o, 
etc. 
devient illimité; en les ajoutant ensemble, on a 


p(A+B+C+D+etc.)+q(B+C+D+etc.) 1=o 
+r(C+-D+etc.)+5(D+ etc.) 


ce qui donnera 


Pf+qU—A)Hr(S —A4—B)+s(f—-4—5—0)—0, 
si l’on représente par f la somme de tous les termes de 
la série continuée à l'infini, ou, ce qui revient au 
même, la fraction qui l’a produite par son développe- 
ment. De cette équation , on tire 
FRA LÉAERE) RSA B + C) 
” pars 


Soit, par exemple, la série 


1 + ax —- 8x + 287$ + ou etc., 
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dans laquelle chaque terme est formé des deux précé- 
dens, multipliés respectivement par 2x° et par 3x, 
comme on peut s'en assurer en remarquant que 


8x1 X27 or x3x,28x— PRET RAP etc., 


on aura 


A1, B=ox, C—=6x", D'=68r "etc, 


DSP A MOTTE T —22" A—5xB+C—0o, 
D—2xB+3xC, { ou | —22x* B—8xC+D—o, 
etc. etc. 


ce qui donne 


PE 22,410 ee OL + A SENTE 


et 
f 1— x T— 1 
92 —5x+i1i 22457 — 1” 
et si l’on développe en effet cette fraction, on |retom= 
bera sur la série proposée. ve 


96. On peut aussi tirer du n° 93, indépendamment 
de la considération de l'infini, l’expression de la frac- 
tion génératrice d’une série récurrente. Dans ce nu- 
méro , l'équation 

a + bx 
————— —= À + Bx + Cx° + etc. 
a' + b'x + c'x? + , 


ayant conduit aux suivantes, 


dA—a—=o ; 
dB + b'A—b—o, 
Et CL. A de me: 
si l’on substitue dans la fraction Etre les 


valeurs de a et de b données par ces équations, on 
obtiendra 
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D. cash 
dHbz+kc ar. (BA RE 
Fe .…. b° use" 

et si l’on fait rR do — p', on aura 

A+ (B+gA)x 
1H gxhp'a 

Ici la fraction génératrice ne contient plus que les coef- 

ficiens des deux premiers termes de la série proposée, 

et les deux termes de l’échelle de relation des coefli- 

ciens de cette série, pour lesquels on a 


pPA+gB+C—=o, 
| PBÆgC+D—o, 


etc. 


Dans l’exemple du numéro précédent, 


AN LI , Dia, 
p——2, j = — 3, 
et par conséquent , 
| A+(B+ Az _. 1—x 


Deprate pla (Tr DT ans! 
comme ci-dessus. 


Si l'on fait g——2,p—1, on trouvera: 


A+(B—924)x  A+(B—24)x 

D of x (1 — x})° 

pour la fraction génératrice d’une progression par dif- 

_ férence quelconque (93) considérée comme infinie , les 

coefliciens 4 et B' se déterminant par les deux pre- 
miers termes de cette progression. P 

On construirait de même des formules pour retrou- 

yer la fraction génératrice. des! séries récurrentes dont 


Compl. des Elém. d'Alg. 14 
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‘échelle de relation contiendrait un plus grand nombre 
de termes. 

Ce qui précède.suppose que la série proposée soit 
ordonnée suivant les puissances d’une même quantité 
x; si l’on avait la série purement numérique 

1 Lo +8 +028 + 100 Hetc., 
il faudrait prendre à sa place la suivante, 
1 ox + 8x° Æ 28x° + 100% etc., 
qui rentre dans la série proposée, lorsqu'on fait, = 1, 

En rapprochant ceci de l'expression de Sn: (93): 
on trouvera facilement la fraction dont elle dérive. 

97. Je passe maintenant à Ja seconde question, qui 
a pour objet la recherche du terme général (94). Pour 
donner une idée de la manière dont elle peut se résou- 


dre, examinons quelques-unes des séries récurrentes les 
plus simples. La Mt est celle qui tire son origine 


de la fraction -——-— Faut Fz et qui revient à une progression 


f 


par quotient dont la raison serait — rie et le premier 


© ° N PRO ENT 5 re " , 
terme =; il est facile de voir, d'aprés cela (Ælém., 231), 


que le terme général, celui dont - rang est +. 
par n, doit être 


Pas di a ab y 





le fsigne supérieur ayant lieu lorsque mt Sera Pia, 
et le “signeiinférieur dans le cas(contraires | 
: On:donnera à ce résultat mne forme plus simple, en 


/ 
a / CN À 7 | Ml 4 , 
Mt AP là fraction. proposée, la sé- 


f , [#4 Fa 
aisant Re 
rie qui en dérive et le: terme général de cette série 
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deviendront alors 


AL1 


DAT. « 
a+ x? Fe 
98. Vient ensuite la série qui résulte du dévelop- 

a + bx pod 
57 —7#@©, fraction qu'on 
a+ b'x + c'x°? q 

a Bb. 
peut écrire comme il suit, Mr céeul faisant, pour 


& 

TT ra 
b d b° 

se 


, a LA ’ 
abréger, 74, 7 =, =) 7 =, elle se chan- 


2 + 8x La É) 
D PC Er ae Si p et q désignent les deux 


axtTt 





ax & X 
æ æ dr 


pement de ja fraction 


gera en 


racines de l'équation du second degré x°+ 8x +a'=—0, 


la quantité x°—+ Lx + «! sera le produit des deux fac- 
teurs æ—p et x —q; on aura donc 


a+ £8x chant a + 8x "4 
Hate (pa) (q—0 
Ïl est naturel de penser qu’une fraction dont le déne- 
minateur est composé de plusieurs facteurs simples, 
peut résulter de la réduction au même dénominateur 
ét de l'addition des fractions ayant ces facteurs sim 
ples pour dénominateurs ; et c’est ce qui se voit de la 
manière suivante, On suppose 


æ + £x dE | Q 
Pa) Ga pa qe 
P et Q étant des quantités indéterminées et idépen-- 
dantes de x ; en réduisant au même dénominateur les 
deux fractions du second membre; on trouve 


«8x = (Pq + Qp) = (P + 
14. 
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ce qui-aura lieu, quel que soit x, si 4 — Pq + Qp 
et 8——(P + 0Q); et pour remplir ces conditions, 
il suffit de déterminer, par les équations ci-dessus , les 
quantités P et © : on trouvera 


æ + 8p bee a + 8q 
PAG 
Au moyen de ces valeurs, on aura 


apr CON CUR Q:% 


Hbc px q—x 


P—— 





et comme chaque fraction du second membre peut se 
développer dans une série ordonnée suivant les puissan- 
ces de x, il s'ensuit que la somme des termes qui se 
correspondent dans ces séries, sera égale au terme qui 
occuperait le même rang dans la série résultante du 
premier membre; le terme général de cette dernière 
s’obtiendra donc en ajoutant ceux des deux premières, 
T1—1 _ 
et sera, d'après ce qui précède, — Via Il 
suit encore de là que la série résultante de deux pro- 
gressions par quotient , ajoutées terme à terme, est ré- 








currente. | 
9. Dans le cas où l'on aurait p = g, c'est-à-dire, où 
les deux facteurs du dénominateur seraient égaux entre 


ET ; ! LL ve 
eux, on ne saurait décomposer la fraction — mr 


d'+ 8x +x 


P / 
en deux autres de la forme x e ;, car on 
P—x pe 


trouveräit | ) 








et l’on voit que cela doit être ainsi, parceque les deux 
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(@ 
Laver ps s’ajoutant iimédiitdment, ne 
peuvent donner qu'un résultat semblable à chacune, 
et non pas semblable à la fraction proposée : il faut 


donc alors tenter une autre décomposition. 


Li 9, . À a 4 4] 1 . 
On voit d'abord que la fraction — ads équivaut aux 


G@—p} 


“ —ÿ? er Di’ et que la dernière, 


L . 0 . B 5 pe 
en s’écrivant ainsi, ——- x ———-, revient à 
T—p x—p 





fractions - 


deux ps COTE À 





puisque 





on tire de là 


&H£8x CIRE 
Gp}. et + +r 
æ + 8p B 








rs 
= 





4 


Nous voilà donc parvenus à substituer à la fraction 
proposée deux autres fractions dont les numérateurs 
sont indépendans de x. Le développement de la pre- 
mière est 


Ca+6p)(pay = CFP ne nn) 


serie dont le terme DE est évidemment 
Ce + 6p) nav 
TAN BAR Dee ) 


et celui de la seconde fraction étant exprimé par 
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LR | 
Ê -, il en résultera 


[= su — 1) 2]: 54 k 





ñ 


pour le terme général de la série donnée par la fraction 


a +pr 
G—p) 

100. Il me reste encore un cas à examiner, celui 
où les racines de l’équation x°+ 8x + & — © sont 


imaginaires. Les facteurs x —p et x— q devenant ima- 
T—1 x 1 


Px | 
ES F8 frouve 
compliqué d’imaginaires , mais qui ne sont qu'appa- 


rentes , et se détruisent mutuellement, lorsqu'on réduit 


Pzxrr!1 ODET 


FY 4 A Là 4 
les quantités prop qi au même dénominateur, 








ginaires , le terme général 


et qu’on développe les puissances indiquées. En effet, 
si l’on met pour P et Q les valeurs trouvées précédem- 
ment, qu on rassemble les termes multipliés par 8 et 
ceux qui le sont par &, On aura 


Fk (a + Bp) Pr (a + (4 + 8g)x' x! 
(p—g}p" * (p—g)g" 
a (p" — g") +6 (PT sh gti) 
(p— g}p'q"  (p—g)p""q"" 
or, quand p et g sont imaginaires , ils peuvent être re- 
présentés par 
ahbV/—1 et ab 0 


ce qui donne 


p—q=2bV A, pg= &+ b?, 


*> 
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et les quantités | 
pq = (a +5) — (a by)", 
pri quote (a HO =) = (a — 81), 


deviennent alors de la forme 28 /—1 et 224/ 1 (41); 
substituant ces expressions dans la formule ei - dessus, 


elle se changera en 
85" ) 
2737 


aB 
G (a + by TZ (a+ by 


résultat réel. 





102. C’est en décomposant ainsi la fraction généra- 
trice en d'autres fractions plus simples, qu’on peut ar- 
river au terme général de la série récurrente qu'elle 
produit , et qui par là se trouve décomposée elle-même 
en suites récurrentes d’un ordre plus simple. Il faut 
que des fractions partielles , dont l’ensemble représente 
la fraction proposée, aient des numérateurs constans , 
et pour dénominateurs les binomes qu’on obtiendra en 
cherchant les facteurs simples du dénominateur de 
celle-ci. Ces facteurs se tirent des racines de l'équation 
que donne le dénominateur de la fraction proposée, 
égalé à zéro ; et les numérateurs peuvent s’obtenir par 
la méthode des coefficiens indéterminés , comme dans 
l'exemple du n° 98; maïs quand on rencontre des ra- 
cines égales , la forme des fractions partielles éprouve 
des modifications analogues à celle qui à eu lieu dans le 
n° 99 ; et lorsqu'il y a des racines imaginaires , on met 
le terme général sous une Forme réelle, en le dévelop- 
pant , de même que dans le numéro précédent. Tout 
cela exige des détails dans lesquels je ne saurais entrer; 
j'observerai seulement-que la recherche du terme géné- 
ral d’une suite récurrente est comprise dans celle du 
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terme général de la formule du n° 86, puisque la fraction | 


_ atbx+ CHA 0. BV PO TRE 
a+ b'x + c'x?..... + pari gx 


revient à 


(a+bx....Æpañt)(a+b'x....Hpait ga"), 


et que par conséquent la méthode dont on s'est servi 
jusqu’à présent pour trouver ce terme général est très 
indirecte. La résolution des équations qu'elle exige in- 
troduit, dans l'expression demandée, des quantités irra- « 
tionnelles qui ne doivent point y entrer : la réduction 
de toutes les parties de cette expression au même déno- 
minateur, et l’emploi des formules relatives aux fonc- 
tions symétriques des racines des équations ; feraient, à 
la vérité, disparaître les irrationnelles ; mais il n’en ré- 
sulte pas moins que la résolution des équations est une 
difficulté étrangère à la recherche du terme général 
d’une série récurrente. 

La théorie des suites est une des branches les plus 
importantes et les plus étendues de l'Analyse; elleréunit 
les parties élémentaires aux parties transcendantes ; 
mais c’est principalement dans celles -ci qu'elle est 
d’une application plus fréquente, et elle leur doit aussi 
ses principaux accroissemens. C'est donc pécher contre 
l’ordre que de la morceler , ainsi qu’on le fait presque 
partout , et j'ayoue que je me serais abstenu d'en par- 
ler, si je n’y avais pas été forcé pour éviter le reproche 
de n'avoir pas rendu cet ouvrage aussi complet que ceux 
qui existaient auparavant. On trouvera d’ailleurs tout 
ce qui concerne la doctrine des séries, à la suite du 
Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral déjà 
cité. Je terminerai ce sujet en exposant succinctement 
la méthode que Lagrange a donnée dans les Mémoires de # 
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l Académie des Sciences de Paris, année 1772 , pour 
reconnaître si une série proposée est récurrente. 


102. Soit S— 4 + Bx + Cx + Dr Letc., une 
suite dans laquelle les quantités 4, B, C, etc., dési- 
gnent des nombres donnés; si. cette suite est récurrente, 
elle doit résulter du développement d’une fraction ra- 
tionnelle (95). Je suppose, comme dans tout ce qui 
précède, que le plüs haut exposant de x, dans le nu-. 
mérateur de cette fraction, soit moindre d’une unité 
que dans le dénominateur ; si le contraire avait lieu, 
le procédé même nous le ferait connaître, ainsi qu’on 
le verra plus bas. 

On cherchera d’abord si ke sous S peut être le déve- 


| 
loppement de la fraction ———, et pour cela, on fera 


a AE 
S = ———— RE PE pe où il résulte 
a+bx 
TT je Len T—=p+Qx; 


. 
ce qui montre que le quotient de l'unité divisée par 
la série S , ordonné par rapport à x, ne doit renfer- 
mer que deux termes seulement, lorsque cette for- 
mule vient en effet de la fraction supposée. 

Soit, pour exemple, 


S—= 24 4x + 8x° Æ 162% + etc. ; 
on fera la division comme il suit, en prenant 2 pôur 
le ne terme du diviseur, 
‘1 A nt Vi + 162° + etc. 
SLR de 
— 1 — 97 — 4x — 8x — 16xt — etc. 


DO 4e DSL GE a rerc. 
O 


O O O O 
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on aura 
1 
ht ai.…à FEVER 
d’où l’on tirera facilement 
2 
$ Etes 
F— 27 


Si la division ne fini pas ainsi au second terme, 
la série proposée ne sera point le dévéloppement d'une 
’ 





(42 : « 
— ; il faudra essayer alors si elle 
a+-bx 
"4 (4 
a + b'x 
ne vient pas d’une fraction de la forme MTS TE 
a + bx + cx° 


fraction telle que 


dans cette hypothèse, on aura 

LU atbz bx + cx° 

ST "vert Plon 

Si l’on effectue la division indiquée dans Île second 

membre, et qu’on ne la pousse que jusqu’à ce qu’on ait 
un quotient de la forme p +-qx, ce qui arrivera après 
deux divisions partielles, il y aura un reste qu’on pourra 
représénter par a’x*; et il viendra par conséquent 


a"x°? 
a + b'x? 
ce qui prouve que Île reste de la division de 1 par S sera 
divisible par x°. Si l’on désigne par S;x° ce reste , qui 
sera une série de la forme 


A,x? + B,x° + ie. etc. , 


= P+ar+ 


+ 


on aura 
d'où : suit 
Drur S Li, a+ ba 


SU eo LE SV EST A 
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| et - 
Mit af 0" 

At IT x, 


en faisant la division indiquée dans le second membre. 


S 
Ainsi — doit donner un quotient de deux termes, comme 
1 


à u 1 ‘ } 3 
on l’a obtenu plus haut pour set des deux équations 


1 Sie LS 
SPP QE ES Re, 





on tirera 
D en 
Page E TE qe 
réduisant cette fraction, il viendra 
D Pile 
PH gp + qe) Fa 


Supposons encore que l'on n'ait pas exactement 


<= = prit qu; il faudra faire alors 
çL ad + b'x + c'x° é 
a+ bx + ex? + dx? 


et en opérant comme dans les cas ‘précédens , on 
trouvera 
1 a—bx+cx+dx a"x? + b'xS 


‘#4 SH Dr + cr PART Sas b'x + c'x* 


La série qui reste, après qu'on a poussé la division dans 
1 . , . F , #1 + 
g jusqu'aux deux premiers termes p + gx, étant divi- 


sible par x?, pourra être représentée par S,x*, en sorte 
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qu'on aura À 
] Dante x? + b'x8 
SPORE S + PT NET CT) 


ce qui donnera 
$, a+ b'x ? S _a+b'xæ+cx? 
S UT me Din Ca” ST a" + b'x , 
et 
S d'a 
S, Pi + quo TE be 
en faisant la division indiquée dans le second membre, 
et s’arrêtant aux deux premiers termes du quotient. 
Cette dernière expression montre que la division de & 
par $, , poussée de même jusqu à ce qu'on ait un quo- 
tient de la forme p, + g,x, laissera pour reste une série 
divisible par x*; et nommant S,x° cette série, on aur4 





S Fo dE 

S PTE S PCA MERE Eee 
d'a 
SA bu S; TT le L'EAU 
Ce PLATE LEE Au GR AS Das a” FT = Pa gax. 
En éombinant les équations # 

1 S,x $ DL 

& 1 PTE SE S. Th RIM 

Si 
[M ‘st rie 

que l’on vient d'obtenir , on en déduira TT 


(P1 +,91T) (Pa + g:X) + a? 
Cp) pa bar) +000) le 
pour la fraction génératrice de la série proposée. 

Il serait facile maintenant de pousser plus loin l’opé= 
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ration, si la division de $, par $, ne donnait pas un 
quotient exact; et l'on doit voir qu'elle conduira tou- 
jours, comme ci - dessus, à un nombre fini d'équations 
entre S, S,,S,, S3, etc., desquelles on déduira l’ex- 
pression de la fraction génératrice. La règle à suivre 
dans tous les eas, peut s’énoncer ainsi : Divisez l'unité 
Par la série proposée S, jusqu’à ce qu'il y ait au quo- 
tient deux termes tels que p + qx, et désisnant le reste 
par Six”, divisez S par S,, jusqu'à ce qu'il y ait au quo- 
tient deux termes comme p1 + qix; désignant encore le 
reste par S,x°, divisez S, par S,, Jusqu'à ce que vous 
trouviez un quotient de la forme p; +4 qx, et ainsi de 
suite : si la série proposée est récurrente, vous arriverez 
enfin à un, quotient exact, qui pourra étre représenté 
Ka P'=+ qux. Il vient alors cette suite d'équations : 





S,x°? Ve 1 
S=P ar +, du | 
LS $ p +9x + —— 
$ E D 1 
En QU L'AUTRE CEE A 
d'où Par DE mir eme 
La Sax? l'on SEE 1 
SG, Pat at ETS tire | see Si 
. Pa F a S 
ARRET UP DRE tr ne sonne eee bn 
On 2, tre SA LL 1: 
Fe PR DES A ARTE re pà 


103. Pour appliquer la règle DRÉCNENLE à æ la série des 
nombres 
a G307;:18 147,195, 5922, 845) 2207, 5778 , etc., 
En exemple, on lui donnefa la forme 
= 1 + x + 82 + 7x + 1821 7x + 193% 0 
+ 32227 + 8432 H etc. ; 
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on aura 
p+gr=1i-x, 
Si —92— 4x — 112 — 292% — 76201 mm 199 2Ÿ 
“ 6 6 
+ 921%" —{@ic, 
PA IS tn 
= —i— 0x2 02 2558 2 5 etc, 
pa + qu = 4 — 82, 
Ss—= —5 — 15x — 40%? — 105x% — etc., 


et enfin ps+qgsx—=-2+ x, sans reste. Formant 
alors les équations 
S3 I "CHERE; * | 1 
S 


Sa +5 + x? EE 


Si 1 ra 
RETURN, TT IT ah LME 
—itir +de LT | 


on trouvera 
k S cape 


1 


1 — 2x +- x? — x 

1 — 3x + x° 
Le numérateur étant d'un degré plus élevé que le dé 
nominateur, on peut ôter un entier de la fraction, et il 


viendra 
5 — 7x 


1— 3x + x°° 

d’où l’on voit que la série proposée est la suite récur- 
rente produite par la fraction proprement dite... .. 

8— 7x 

1 — 8x +2 
— zx; aussi, dans la première, la loi de récurrence ne 
se manifeste qu'au cinquième terme, au lieu qu'elle se 
montrera dès le troisième, si l’on en retranche.— 2 .et 
— x, car il viendra 


3 + 2x + 3x + 7x4 4 +3 


S=—xz—9+ 


, à laquelle on a ajouté les termes — et 
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et déjà 
OL NEO Pr" LL ox XX 3x, 
7H = 2x + x + 5x K 6x , etc. 


Développement en séries, des exponentielles et des 
logarithmes. 


104. On.a tiré les logarithmes de l'équation y — a” 

: (Elém., 240), y étant le nombre, x le logarithme 

tra Ja “base ; cette équation présente deux questions : 

trouver y, connaissant x; et trouver x, connaissant y. 

. Je commencerai d’abord par chercher y en x, et pour 
cela, je supposerai 


= À + Bx + Cr? + Dax + etc., 
A,,8B, C;D;etc., étantdes coefficiens indépendans 
de x; en prenant donc une autre quantité z, j'aurai 
également 
aï = À + Bz + C4 Da +etc., 
d’où je tirerai 
a — a° 2 OF Eu —2 RAC rat br 


Me 0 9 Ent 2 


La division du second membre par æ —:2 s'effectue 
d’après la formule du n° 128 des, Elgmens, et il yient 


né x: Far 


224 terms 





| T —2 

B+C(x+2)+D(x°+x23+2)+E(x°+2°2 02 +25) Letc. 
Pour pouvoir développer de même le premier mem- 
_ bre , j'écris ainsi son numérateur, a*(a®-*— 1); faisant 
“ensuite w== 2 + b, dans là quantité a®7<, je la déve- 
. loppe suivant les puissances de b, au pes dela for- 
- male di binome , et j'ai 


| CP) Ce ET, 





etc ; 
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d'où i! suit 


(at —1) = (= Mie Ce ct br etc > 


Ce dernier développement étant divisible par x— 3, 
il en résulte 


GE + $ CRE La à 


2 
B+C(x+z)+D(x+xz+2)+E (at e2 RS) etc. 


Si maintenant on suppose z — x, l'équation ci - dessus 
deviendra 


PE 
B + 9Cx + 3Dx? + MM: ; 


faisant , pour abréger, 


D Di RES 
REED 6 — 
RES etc. =R, 
et substituant pour a° la série | 4 


À + Bx + Cx° + Dr + D ARR 
on trouvera FES 4 
AR + Bke + Chr + Dhaf + Ekxt + ete. — 
B + 9Cx + 3Dx° + 4Ex° + 5Fxf + etc.; 
d'où l'on tirera 


_ Bk Ch 2 ON ES 


PP A À A C=—, D= 7 FE F=— 4: és 
Tous les coefliciens , excepté 4, seront déterminés par 
ces équations ; ;-mais lorsque x —10 > l'équation AA 
at = À + Bx+ Cx°+ etc. db a 1—= 4, il s'ensuit 
k ke? * kS 
que ARTS B—=-, C= —;, Pr) 
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lé Fe k5 
1.4:5.4° 19,0.448 ? QUE 


x kr. k°x° k5x° kit 
+ AA 1 um LAVE AMIE AUS 


E — 








105. Il est à propos de remarquer que , quelque 
valeur qu’on donne à x, la série ci-dessus finira tou- 
jours par, être convergente. En effet, il est aisé de voir 
qu'on peut représenter le terme sÉével de cette série 

Lx nm 


1 . pe L2 . 
LRa+ion+i 


1.2...n(n 1) 


pour expression 
n 





par ; celui qui vient immédiatement après sera 
TL 


, et le rapport de l’un à l’autre aura 





. Or, en prolongeant la série, on 


doit nécessairement rencontrer un terme dans lequel 
n + 1 surpassera x, et qui par conséquent sera moindre 
que celui qui le précède; et il est clair que le décroisse- 
ment continuera toujours dans les termes ultérieurs, 


106. Il s’agit maintenant de déterminer la quantité k. 
En mettant, au lieu deb, sa valeur a — 1, on aura 


k Es A ka). @1) LE er), em 4 etc. 
1 2 3 4 

Cette série ne sera convergente qu'autant que @a —1 sera 

moindre que l'unité; maïs on yerra plus loin qu'elle est 

susceptible de devenir aussi convergente qu'on voudra, 

au moyen de la dépendance qui se trouve entre a et k, 

et que je vais faire connaître. 





k 


? L LE. 
Lorsqu'on suppose æ—+ dans la série 





pi 
+ de etc. 


Compl. des à d'Alg, 15 
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il vient 
FAI D je ee 
a — + = + — + —— etc. ; 
van: 010 240800 d 
désignant par e la valeur du second membre dont les 


dix premiers termes donneront 


e — 2,7182818, 


L à 
en s’arrêtant à la septième décimale, on aura l’équation 
1 
LAURE 
n'es 
de laquelle on tirera \ 
nu —= ei 
Prenant les logarithmes, on trouvera 
kle= la; | 
si a est la base du système des logarithmes représentés 
par la caractéristique |, on aura 


1 
ALES PU 


k 


et par conséquent , dans cette hypothèse, 


Y —= CE pd 
x x? æ° 
Enter is SOU 


Telle est l'expression du nombre y parson logarithme x. 
Si l’on faisait a —e, ce qui donnerait k =u , ilen 
résulterait 


x x? x 
ef "= 1 de — ———— etc. 
4 THE STORES | 


107. La question proposée est résolue, puisque voilà 


{ 
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y exprimé en x, c'est-à-dire qu'étant donnés le loga- 
rithme x et celui du nombre e, relativement à la base à 
on aura le nombre y; mais l'expression de ken a FE 
conduit aussi à la solution de la seconde question: étant 
donné un nombre, trouver son logarithme. 

En effet, si l’on suppose que a soit une quantité quel- 
conque , et que l’on mette pour k, dans l’équation 
kle—la , la série qu'il représente, on obtiendra 


A—1) (a—1} (a—1)  (a—r}t 
la = le [D À 
: 2 + 3 4 etc. . 
Voilà donc le logarithme d'un nombre quelconque a 
exprimé au moyen de ce nombre et du seul logarithme 
d’un nombre déterminé e. 
Cette série n’est convergente qu’autant que le nombre 


CU . CRE . 7" 1 
a est très voisin de l’unité; mais comme IV a—=—la 


(Elém., 241), si l’on change, dans le second membre, 


mt 
a en Va, il viendra 


me mn ni 
((V'a—i a—1) a—1}) 
| LD AUCSAUCO RS 
or; en prenant pour m un très grand nombre, on pourra 


m 


toujours faire en sorte que la quantité V/a diffère aussi 
peu qu'on voudra de l'unité. 

On a ainsi un moyen très simple de calculer le lo- 
garithme de a; car en prenant m égale à quelqu'un des 
nombres compris dans la série 2, 4, 8, 16, etc. , on 
n'aura qu’à effectuer des extractions successives de ra- 
cines quarrées (Elém., 153). Cependant ce procédé de- 
viendrait pénible pour les nombres un peu considéra- 


19:. 
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bles, c’est pourquoi les analystes ont cherché de nou- 
velles séries qui pussent s'appliquer à ces nombres , sé- 
ries qui ne sont que des transformations de la première 
expression de la. | 


108. Le nombre a étant supposé, dans les séries pré- 
cédentes , indépendant de la base des logarithmes, il est 
évident qu’on pourra appliquer ces séries à un nombre. 
quelconque y, et qu'on aura en général 


{u— 1) = OO ete.) 


2 


pes le 


En substituant dans cette expression 1-4 au lieu de y, 
elle deviendra | 


Lt: MN AER 
(Gi +u =lefr et Æ — + ete. À: 
changeant ensuite u en —u, on aura 


u? L 


17) uf 
Ii—u=le{— a 8000 — ete. }; 


retranchant le second résultat du premier , on trouvera 





Lie TL 


30175 
21e ++ + etc.}, 


1(1 Hu) IG 0) = (SN = 


série dont la marche est plus rapide que se des pré- 
-cédentes, 

On en trouve une beaucoup plus CONVELGERES , en 
faisant dans celle-ci 
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ce qui donne 
Uwz 


she 





et par conséquent, 


sn 


left +3 ue +5) # ete. } 


d’où l’on tire 


ur NY AUDE —_ 





l(n+z)=ln + 
3 5 
alef+s (in) +5) + ao. 


Cette dernière série fera connaître le logarithme du 
nombre 7 +2, par le moyen de celui de n , et sera 
d’autant plus conyergente, que n sera plus considérable. 

Si l’on fait z —1, on aura le logarithme de n +1, 
exprimé par la série très simple 


l(n+i)=lr 
NS un cu heu 
n 2 Évaras 5 (on+1) ‘ 5 (an +1} 4 
et convergente lors même que n —1. 
Dans ce cas, elle donne 


salt rnten top tete), 


série dont le huitième terme ne va pas à ss : 
en réduisant en décimales tous ceux qui le précèdent, 
on obtiendra 


12 — 0,6931472.le. 

109. On ne peut avoir la valeur absolue de 12 sans 
fixer celle de le —1(2,7182818), qui dépend du sys- 
tème de logarithmes que l’on adopte. L'hypothèse la plus 
simple consiste à supposer le= 1, et on a alors 


la — 0,6931472 ; 
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dans ce système particulier, qui répond à l'équation 
y —e* (100), la base est e. Je le désignerai sous le nom 
de système nepérien, pour rappeler le nom de l’écossais 
Neper (ou Napier), auquel on doit l’importante décou- 
verte des logarithmes ; et j'accentuerai la lettre 1 toutes 
les fois qu'il s'agira des logarithmes de ce système : ainsi 
j écrirai l'e— 1, l’2—0,6931472 (*). F 

Pour passer du système nepérien à celui dont la base 
serait une quantité quelconque @ , il faut se servir de 


l'équation Ly =} (Elém., 250) , qui devient dans le 


Z LE] ÿ . 
cas actuel, 12=; ; et si l’on fait z — e, onaura 


puisque l’e= 1 : il ne restera donc plus qu’à calculer l'a 
par la dernière série donnée ci-dessus, en y supposant 
le= 1. 


Pour les logarithmes ordinaires, dans lesquels a—10, 
on observera que 10—5.2; et l’on verra qu'il suffit 
d’avoir l'5 , parce que l'i10—1°5 + l'2 jet que l'2 est 
déjà connu. 

Pour parvenir au logarithme de 5, on supposera , dans 
la dernière série du numéro précédent, n—4 etz=1; 
et comme l’4—2l'o, il viendra, en prenant l'e= 1, 


VB—ol'o + à +0 +0 Fr ete. }. 


qq 


(*) Les logarithmes nepériens sont appelés ordinairement loga- 
rithmes hyperboliques ; maïs cette dénomination, est vicicuse , car 
il n’y a pas de système de logarithmes qui ne réponde à quelqu’une 
des courbes que les géomètres ont nommées hyperboles. 





: 
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Les trois premiers termes de cette série suflisent pour 
obtenir un résultat exact jusqu’à la septième décimale, 
et elle donñe 


V5 = 1,6094379 ; 


en ajoutant à ce logarithme celui de 2 trouvé plus 
haut, on a aa 
l'io — 2,3025851, 


et par conséquent, 


| 1 
] eut om es CN 0 
$ TAST m 44294 
En multipliant par ce nombre les logarithmes nepériens 
de 2 et de 5, obtenus dans le n° 108 et dans celui-ci, on 


trouvera 
12 —0,3010300 et 15 —0,6989700, 


tels qu’ils sont dans les tables de logarithmes ordinaires. 


110. La quantité le est nommée en général module, 
on voit que celui des logarithmes nepériens est 1, et que 
celui des logarithmes ordinaires est o,4342945.On conver- 
tit les logarithmes nepériens en logarithmes quelconques, 
en multipliant les premiers par le module des seconds, 
et on repasse de ceux-ci aux autres , en les divisant par 
leur module, ou, ce qui revient au même, en les mul- 
tipliant par Lorsque la base est 10, on a 

1 
le 


— 9,80258bB:1 ; 


c’est par ce nombre qu’il faut multiplier les logarithmes 
ordinaires, pour les convertir en logarithmes nepériens, 
ce qui est souvent nécessaire. 


111, Borda et. Haros. ont donné des formules qui 
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expriment, au moyen de séries très convergentes, Îles 
relations entre plusieurs logarithmes de nombres cor- 
sécutifs , et qui conduisent très promptement à Ces 
logarithmes. 

Pour parvenir à ces Sp $ je ARE l'équation 


= te { + Je E + cte.} (108), 


Je 





en y faisant 








1+u 1 mn 
=" d'où EE 
1—u ÿ M +n 
et Ne , 
3 
m M 1 1 /m—n 
Fh 21e {TT ete}. 
no mn TRE A m + n NE 


Cela posé, voici comment on obtient la formule que 
donne Borda dans la Préface de ses Tables trisono- 
métriques décimales , revues, augmentées et pRpués 
par Délambre. 

Si l’on forme les produits 

P—1)P+DUP+2)=pr- #2, 
(p.+ 1) Gp +1) GE — 2) =p = p=2, 
et qu'on fasse. | 





m = p° — 8p + 2, 
n = p — äÿp — 2, 
il viendra 
RUN, 4 ct ENS 
+ 0, M RATE 2 (pp) TIRE Gp 
puis 
a EE Co 
pur pu | 18 +ete.}, 


d’où l’on conclura 


1(p+ 2) + 21(p—1) —1(p—2)—921(p#+1) 
1 
—o2le lets 5) he etc. }. 


3124-91 5—9lo—0217 
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Si l’on prend successivement 


p=5, p=6, p—7, p—8, 
on aura les quatre équations 


154419 13—213—212 2le{ss + etc.}, 
2le{ 7 + etc.}, 
213-+013+9l9— 15—619 ole{-+ etc.}, 


154 1abol7— 13— 12—413 — olef y ete}: 


FE HA 


Ces quatre équations ne renferment que les logarithmes 
des nombres 2, 3,5 et 7, logarithmes que l’on peut 
alors déterminer par une simple élimination ; on obtient 
de cette manière 


(4) + etc. 


| Wie +3 GY 
+ IL HI GS) + etc. 
il —— a 3 99 
Lee di RTE vo) 
— 22 + 3 (Gi) + etc. } 


et ainsi des autres. 
Si l’on prend encore p—=195, il viendra 


hi 0l7— 13 — 612 — ole{— HE rrce) + etcr}. 
Enfin on aura aussi, en faisant p — 1007, 
11009 +2 1 1006 — 1 1005 — 2 1 1008 
ge sen +3 Grsma) etc. }. 

Ces seal suffisent pour montrer le parti qu’on peut 
tirer de la formule de Borda. 

112. Pour obtenir celle de Haros, il faut, .sup- 
poser 
m==2—05 21 (x+-5)(x—5) 
ru don ns | EL LQUE Go): 
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et l’on aura | 


REED 
mA PC Te Vi 


mr rt (ane — ee + —) +etc.} 


d'où l’on tirera la valeur de 1 (x +5) au moyen k 
celle de | 


1 (x+4), 1(&+5), 1x, 1(x—5), I(x—4), 1(x—5). 
La série est très convergente dès que le nombre x de- 


vient un peu grand; son second terme, lorsque x=—=1000, 
est seulement 
0,00000 00000 00000 00000 00000 00000 12 (*). 
113. Le procédé employé pour résoudre la première 
des questions posées dans le n° 104, peut servir aussi à 
déduire immédiatement de l'équation y =", le déve- 


loppement de x en y. On peut donner à ce dévelop- 
pement la forme 


x= A(y—1)+B(y—1} + C(y— 1) + etc., 
puisque x doit s’évanouir lorsque y—=1 ; et faisant 
ÿ—1—u, on aura 

x = Au+ Bu? + Cu + etc. 


Désignant aussi par w la valeur de y— 1 où deu , cor- 
respondante à une valeur de x représentée par z, an 
aura également 


3 — Ayw + Bw° + Cwÿ + etc., 





(*) On trouvera quelques formules de plus sur ce sujet, dans l’In- 
troduction de mon Traité du Calcul différentiel et du Calcul 
intégral, 
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et par conséquent 
T— 


acer — A+ B(u+w) + Cu? + uw + w?) + etc. 


D — 

L'équation y— a* donne 

Y—1 ou u— a —1, 

_ d'où il suit 

W=—1, u—w—=a — —a(att—)1) 

| L—2 
puis si l'on fait a — 1+ b, comme dans'le n° 104, on 
obtiendra 
QTTE nu ] —= 
| ED 54. (x — 2) Simele BH 


mettant cette valeur dans l'équation (477), sup- 
primant le facteur x — z commun aux deux termes du 
premier membre, et supposant ensuite z= x, d'où il 
résultew—=u, on aura 


etc. ; 


À + 2Bu + 3Cu° + 4Duÿ + etc. 
3 { 
En écrivant k au lieu de b—E+E Tr + etc., et 


1 Æ u au lieu de «7, il viendra 
1 
—— = À + 2Bu +3Cu 3 : 
AÉET + té 3Cu° + 4Du$ + etc. ; 
et, en faisant disparaître le dénominateur , passant 
tout dans un seul membre, 


Ak + 2Bku + 3Cku° + 4Dkuÿ + etc. | 
—1—+ Æku+ 2Bku° + 3Ckuÿ + etc. | 
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équation de laquelle on tire 


et par conséquent, 


Li f(y = Ds CYR 
27 {2 < À 3 ete. ». 


Si a est la base du système des logarithmes , on 
aura donc, comme ci-dessus (108), 


AL LOU non) Me Lama) a LE à 
yet Te 


Du retour des suites. 


114. Le fréquent usage que j'ai fait, dans ce qui 
précède , de la méthode des cotfficiens indétermi- 
nés, me permettra d'exposer en peu de mots celle 
du retour des suites, qui sert à trouver l'expression 
d'une quantité engagée dans une série dont la valeur 
est donnée. 

Soit y —« + ax + bx° + cx° + dxt+ etc. ; pour 
obtenir x en y, on passera le terme « dans le premier 
membre, et faisant, pour abréger, y—«=—2, il viendra 


Z2= ax + bx° + cx$ + dxtbetc.... (1). 


La supposition de x —0o donnant z = 0, il est facile 
d'en conclure que l’on peut faire 


x = Az+ Br + Cÿ + Dzi + etc:..: (2); 


les coefliciens 4, B, C, D, etc., indépendans de z ,5e 
détermineront au moyen de équations qu’on obtiendra 
après avoir substitué au lieu des puissances de x ; dans 
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h; équation (1), celles de la série (2) (*), passé tous les 


termes dans un seul membre , et égalé séparément à 
zéro les quantités qui tilient chaque puissance 


de z. Voici le résultat de la substitution 
ver Di ao ol + aCÿ+ aDzietc, 
PL =... HE 2Lob4Bz49obACzi+etc. 
+ bB?z4 


ex —=..........+#+ cAz4+5cA4"Bzi+etc 


RL. die, du eh d'Afzt bete, 


ee USD OR TURN SU) 6 916 © € vs 6,0 he € » vds e 


—73—= — 2 


En égalant à zéro les coefhiciens de z, de 2°, de z°, etc., 


on trouve 


aA—1=0, aB+bA4=0o, aC+ 2bAB + cA—0, 
aD + ob AC+4+bB?+3cA°B + dAf=0o, etc. : 


| ces équations donnent 





A4=?, peer c—#—2, 
pete 
et on a par conséquent 
La RER 2 
_ Die + wa, res 


Il est à propos de remarquer qu’on pourrait appliquer 


_ à la résolution des équations algébriques, dans quelques 


as, la série précédente , z désignant alors le dernier 





(*) Ces puissances peuvent se trouver par des multiplications 


successives , où par les formules du n° 87. 
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terme de l'équation, passé dans le second’ membre, 
Mais on n'aurait, de cette manière, que la plus petite 
des racines de l’équation proposée, puisque l’expres- 
sion de x en z décroît continuellement avec z, et s’éva- 
nouit en même temps que cette quantité , ce Fos réduit 
l'équation (1) à la forme 

o= ax + bx? + cx$ + etc., 
sous laquelle elle admet la racine x—=0o. = 


V15: Proposons-nous, pour exemple, de tirer la va- 
leur de x de la série 


WLM Shr + + + ce, 


dans laquelle y — e (106); on aura 





et R | * , à 
\ # < Ÿ 358 

à == 1 b=—, Fr À = des etc 
; 1. 2 ? 1.2.3 1.0,0.7* , 


d’où l’on déduira 
A1, B=—;, C=Y, D=—;, etc., 
et 


(Ye DEN Cy — 1) Lien) 
1 ra 2 0 3 
ce qui s'accorde avec l'expression du n° 108, en y fai- 


sant le — 1. 
On tirerait de même la valeur de y en x de la série 


— 1 —1} —1} 

— Gr). Ori pes etc. , 
1 1 1 | 

en supposant y—1=2 et z= 4x + Bx°+ Cx° + etc. 

Je laisse au lecteur à s'exercer sur ce calcul ; les 

, coefficiens 4, B, €, etc., étant déterminés, on re 
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mettra y 1 pour 3, et il viendra 
. y=i1+ 4x + Bx° + Cri + etc. 


116. Si l’on avait l'équation 


ay 8y + yy +0 y etc. =axtbx ter Hdrihetc, À 
formée par deux séries, et qu’on voulût obtenir l’ex- 
pression de y, on supposerait 

y = Àx + Bx° + Cx° + Dxi etc., 


et on opérerait comme précédemment, après avoir passé 

tous les termes du premier membre dans le second. Nous 

insistons peu sur ces calculs, parce qu'ils ne conduisent 

qu’à des formules dont on n’aperçoit pas facilement la 
loi (*). 


Des Fractions continues. 


Osservarion. Cet article est, à quelques lé- 
gers changemens près, le premier paragraphe 
des additions faites par Lagrange à l’Aloëbre 
d’Euler. 


117. La méthode exposée dans le n° 291 des É/émens 
d' Algèbre, pour approcher de la valeur de l’inconnue 
dans une équation d'un degré quelconque, prescrit de 
faire successivement 


1 à 1 
=a+-, y=b+—, y =b+—, 
ARR Ga RE gr y 


ET 2 etc., 
à "ms Ste 





(*) On peut voir, dans l’/ntroduction de mon Traité du 
Calcul différentiel et du Calcul intégral (ae édition, n° 59), à 
quoi tient cette difficulté. 
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a, b,b",b", etc., étant les nombres entiers immédia- 
tement inférieurs aux vraies valeurs des quantités x, y, 
Y', À etc. : si dans la valeur de x on met celle de y, 
tirée de la séconde équation, il viendra 


1 
EUR pe 


b UN 
Ÿ 


substituant dans cette expression, pour y’, sa valeur 
prise dans la troisième équation , on aura 


LE pre PS 
b' 
re ; 


chassant y" au moyen de la quatrième équation, on par- 
viendra à 


a) 





L 

+ ri 
TT Hi 

Y 


D LT 





et ainsi de suite. 


La fraction qui accompagne l'entier a dans cette ex 
pression, semblable à celles que nous avons fait con- 
naître en Arithmétique (163), est une fraction continue } 
et l’on comprend en général sous ce nom toute fraction 
dont le dénominateur est composé d’un entier plus une 
fraction, laquelle a encore pour dénominateur un entier 
plus une fraction , ét ainsi dé suite. 

On rencontre les fractions continues sous deux for- 
mes différentes : les unes ont, comme la précédente, 
unité à tous les numérateurs des fractions 2ntégrantes, 
et les autres ont des dénominateurs et des numérateurs 
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quelconques ; telle est la suivante : 
= Ans b 
a+ —c 
qe d 
eupe | + etc. ; 


maïs je ne m'occuperai que des premières, les autres 
étant plus curieuses qu'utiles. 


118. En rapprochant le n° 163 de l’Arithmélique et 
les n°° 221 et 243 des Elémens, on voit que les « fractions 
» continues se présentent naturellement toutes les fois 
» qu'il s’agit d'exprimer en nombre, des quantités qu'on 
» ne peut obtenir que par des approximations succes- 
» sives. En effet, supposons qu’on ait à évaluer une 
» quantité quelconque donnée a, qui ne soit pas ex- 
» primable par un nombre entier ; la voie la plus'simple 
» est de commencer par chercher le nombre entier qui 
» sera le plus proche de la valeur de a, et qui n’en diffé- 
» rera que par une fraction moindre que l'unité. Soit 
» ce nombre &, et l’on aura « — « égal à une fraction 





us in re 1 
» plus petite que l’unité ; de sorte que x sera au 


» contraire un nombre plus grand que l'unité, Soit donc 
1 na 
» ————b, et comme b doit être un nombre plus grand 
a— a 
» que l'unité, on pourra chercher de même le nombre 
» entier qui approchera le plus de la valeur de b: et ce 
» nombre étant nommé 8, on aura de nouveau b — 8 
» égal à une fraction plus petite que l'unité, et par con- 





, : 7 x 2 
» séquent > 3 sera égal à une quantité plus grande 


» ‘que l'unité, qu'on pourra désigner par c : ainsi, pour 
-» évaluer c, il n’y aura qu’à chercher pareillement le 
» nombre entier le plus proche de c, lequel étant dé- 


Compl. des Elém. d’Alo. 16 


+ + 
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» 


D 


ÿ 


7 


ÿ? 


signé par y, on aura c—"y égal à une quantité plus 
. , ., 7 1 , 
petite que l'unité, et par conséquent EN sera égal 


à une quantité d plus grande que l'unité , et ainsi de 
suite. Par ce moyen, il est clair qu'on doit épuiser 
peu à peu la valeur de a, et cela, de la manière la 
‘plus simple et la plus prompte qu'il est possible , 
puisqu'on n’emploie que des nombres entiers dont 
chacun approche , autant qu'il est possible, de la 


valeur cherchée. 
LE nt 





» Maintenant , puisque GT b, on aura 


O =—— 


1 1 
a—ma—-r et a—=&a +3; 


b 





: | | 
de-même, à cause de Fra PR on aura 
1 
b=8B +; 


: ] ; Te 
et à cause de TS = d, on aura pareïllement…, 
TN 





c=y+: 


et ainsi de suite ; de sorte qu’en substituant successie 
vement ces valeurs, on aura | 


a=a+} 
1 
= à + - 1 
Te 
1 
tre Le: 
HT 


et'en général , 





? 


+ 


ee 


» 
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TUE 


743 + etc. 

1ig. » Il est bon de remarquer ici que les nombres 
æ, B,"y, etc., qui représentent, Comme nous venons 
de le voir, les valeurs entières approchées des quan< 
tités a, b,c, etc., peuvent être pris chacun de deux 
manières ‘lifférentes , puisqu'on peut prendre égale- 
ment pour la valeur entière approchée d’une quan- 
tité donnée, l’un ou l’autre des deux norbres entiers 
entre lesquels se trouve cette quantité; il y a cepen- 
dant une différence essentielle entre ces deux ma- 
nières de prendre les valeurs approchées, par rapport 
à la fraction continue qui en résulte; car si l'on prend 
toujours les valeurs approchées plus petites que les 
véritables , les dénominateurs 8, +, à, etc., seront 
tous positifs , au lieu qu'ils seront tous négatifs, si 
l'on prend les valeurs approchées toutes plus grandes 
que les véritables, et ils seront en partie positifs et en 
partie négatifs, si les valeurs approchées sont prises 
tantôt trop petites et tantôt-trop grandes. 

» En effet , si « est plus petit que a, a — « sera une 
quantité positive; donc b sera positif, et 8 le sera 
aussi; au contraire, a—* sera négatif, si & est plus 
grand que a : donc b sera négatif, et 8 le sera aussi, 
De même, si 8 est plus petit que b, b— & sera tou+ 
jours une quantité positive ; donc c le sera aussi, et 
par conséquent aussi y; mais si 8 est plus grand que 
b, b— B sera une quantité négative ; de sorte.que c, 
et par conséquent aussi 7, seront négatifs , et ainsi 
de suite. 

»- Au reste, lorsqu'il s’agit de quantités négatives, 
j'entends par quantités plus petites celles qui, prises 


positivement, seraient plus grandes. 
16.. 
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n 


» 


” 


» 
» 
» 
» 


120. » Je dois remarquer encore que si parmi les 
quantités a,b,c, d, etc. , il s’en trouve une qui soit 
égale à un nombre entier, alors la fraction continue 


sera terminée, parce qu'on pourra y conserver cette 


quantité même, Par exemple , si c est un nombre en- 
tier, la fraction continue qui donne la valeur de a sera 


ae YA à 
C 


» En effet, il est clair qu’il faudrait prendrey = ec, 


ce qui donnerait 
1 1 | 
d— —-—= 00 (1 
C—y O0 
et par conséquent à — co; de sorte que l'on aurait 





L 


HE 


OO 
les termes suivans s’évanouissant vis-à-vis de la quan- 


1 
aa I 
B+- 
7 


., re LU l de ; = 
tité infinie © ; or, m0; donc on aura simplement 


a—= a+ 


1 


1 
B+<. 


» Ce cas arrivera toutes les fois que la quantité a 
sera commensurable, c’est-à-dire qu’elle sera expri- 
mée par une fraction rationnelle; mais lorsque a 
sera une quantité irrationnelle , alors la fraction 
continue ira nécessairement à l'infini. 


121.» Supposons que la quantité a soit une expression 


au. ; 1 A 4 
» fractionnaire — , 4 et B étant des nombres entiers don- 





(*) Le caractère © est, comme on voit, celui dont les analystes se 


servent pour désigner une quantité infinie, ou ce que devient une 
fraction dont le dénominateur s’évanouit (Elém., 68). 
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nés; il est d'abord évident que le nombre entier « 
: A 

» qui approchera le plus de Z sera le quotient de la 


» division de 4 par B, faite à l’ordinaire ; ainsi, en 
» nommant & ce quotient et C le reste, on aura 


A C | 
5 =3%;: donc b——. 


— 


» Pour avoir de même la valeur entière approchée 8 


… 


» de la fraction fe il n'y aura qu'à diviser B par C, et 


C 2 
prendre pour 8 le quotient de éette division; alors 
nommant D le reste, on aura 


— 


2 
1 


+ 


b—B— 2 et par conséquent, c= 2: 
» puis on divisera C par D; le quotient sera la valeur 
» du nombre y, et ainsi de suite ; d’où résulte cette 
» règle fort simple pour réduire les fractions ordinaires 
» en fractions continues : 
» Divisez d'abord le numérateur de la fraction pro- 
” posée, par son dénominateur, et nommez le quotient 
» æ; divisez ensuite le dénominateur par le reste , et 
» nommez le quotient B; divisez après cela le premier 
» reste par Le second reste, et soit le quotient y; con- 
» tinuez ainsi en divisant toujours l'avant- dernier 
» reste par Le dernier, jusqu'a ce qu'il se présente une di- 
» vision qui se fasse sans reste, ce qui doit nécessaire- 
» ment arriver, puisque les restes sont tous des nombres 
» entiers quivont en diminuant; vous aurez la fraction 
» continue 


es 


» qui sexa égale à la fraction donnée. » 
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122. Cette règle est précisément celle qu'il faut suivre 
pour trouver le plus gränd commun diviseur des nom- 
bres 4 et B Carith., 61). Si l’on suppose que Nb 
tion se termine à la 5° division, on aura 


DEC)  Dreen. 
S=r+e «8 E6C+H0D, 

| je in er D SEE, 
2 à : VE = 4 


équations au moyen desquelles on remontera de la va- 
leur de E à celles de 4 et de B, dont le dernier reste 
F sera le plus grand commun biens | 

En appliquant ce procédé à la fraction 224 (Ari. 
métique, 165), on trouvera les quotiens | 


1, 4:59»2;1;1;,4; 


avec lesquels « on formera la fraction continue 


1109 +. AR | 
RE Ted 8 
mA 2 à SA hp ne ner à 
re 2 


SE ge 

123, » Comme dans la manière cts dé fatre les 
» divisions, on prend toujours pour quotient le nombre 
» entier moindre que sa valeurexacte oùtout au plus égal 
» à cette valeur, il s'ensuit que, par la méthode préce- 
» dente ,,on n'aura que des fractions continues dont tous 
» les dénominateurs seront des nombres positifs. 


+- 


? 
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# Or, ôn peut aussi prendre pour quotient le nombre 
entier qui est immédiatement plus grand :que la va- 
leur exacte, lorsque cette valeur n'est pas réduc. 
tible à un nombre entier; et, pour cela, il n’y a qu’à. 
augmenter d’une unité la valeur du quotient trouvé à 
la manière ordinaire ; alors le reête sera négatif, et le 
quotient suivant sera nécessairement négatif. Ainsi 


l'on pourra, à volonté, rendre les termes de la frac 


tion-continue positifs ou négatifs. 


.» Dans l'exemple précédent, au lieu de prendre 1 pour 


7» 


EL 


le quotient de 1105 divisé par 887, je puis prendre 2; 
mais j'aurai le reste négatif —671, par lequel il faudra 
maintenant diviser 887 : on divisera donc :887 par 
— 671, et l’on aura ou le quotient —1etlereste 216, 
ou le quotient — 2 et le reste — 455. Prenons le quo- 
tient plus grand —r,, et alors il faudra diviser le reste 
— 671 par le reste 216, d’où l’on aura ou le quotient 
— 5,et le reste — 23, ou le quotient — 4 et le reste 
192. Je continue la division en adoptant:le quotient 
plus grand —3; j'aurai à diviser le reste 316 par le 
reste — 23, ce qui me donnera ou le quotient — g et 
le reste 9, ou le quotient —10etle reste — 14; et 
ainsi de suite. 
» De cette manière , on aura 

1103 1 

nn. 
NT ra rue 9 ib ete. 
où l’on voit que tous. les dénominateurs sont toit Fe 
124. » On peut au reste rendre positif chaque déno- 
minateur négatif, en changeant le signe du numéra- 
teur ; mais il faut alors changer aussi le’signe du 
numérateur suivant; car il est clair qu’on,a 


1 DE, E 
& + — 1 DE RS di 
— } — Jus j— # 
z + etc. m + etc. 
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» 


2 
ss 


LA 


2 


Le 
La 


» Ensuite on pourra, si l’on veut; faire disparaître 
tous les signes — de la fraction continue , et là ré- 
duire à une autre où tous les termes ace? positifs ; 
carona en général 


1 
BE pot pis 


commé on peut s’en convaincre aisément, en rédui- 
sant ces deux quantités en fractions ordinaires. 

» On pourrait aussi, par un moyen semblable, intro- 
duire des termes négatifs à la place des positifs ; car 
oï a 


| y — 1 + etc., 

d'où l'on voit que, par ces sortes de transformations, 
on peut quelquefois simplifier une fraction continue, 
et la réduire à un moindre nombre de termés , ce qui 
aura lieu toutes les fois qu'il ÿ aura des dénominateurs 
égaux à l’unité positive ou négative, 

» En général, il est clair que, pour avoir la fraction 
continue la plus convergente qu'il est possible vers la 
valeur de la quantité donnée, il faut toujours prendre 
pour &, 8, y, etc., les nombres.entiers qui approchent 
le plus des quantités a, b,c, etc., soit qu'ils soient 
plus petits ou plus grands que ces quantités : or, il est 
facile de voir que si, par exemple, on ne prend pas 
pour æ& le nombre entier qui approche le plus soit 


1 
—_ [ce 4 L ——, — 1 
HT dark à HT 1 


‘en.excès ou en défaut , de a, le nombre suivant 8 sera 


nécessairement égal à Tr unité. En effet, la différence 


entré a.et « sera alors plus grande que +, par consé- 





quent on aura b— SR plus pétit que 2 : donc 8 ne 


pourra être qu'égal à l'unité. 
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:9 Ainsi; toutes les fois que; dans une fraction con- 

» tinue; on trouvera des dénominateurs égaux à l'unité, 

» cessera une mârque que l’on n’a pas pris les dénomi- 

» nateurs précédens aussi approchans qu’il est possible, 

» «et que par conséquent la fraction peut se simplifier en 

» augmentant ou en diminuant ces dénominateurs d’une 

» unité; ce qu'on pourra exécuter par les formules pré- 

” ea a , sans être DRE de refaire en entier le 
» calcul. 


195, # La méthode du n° 121 peut servir aussi à ré- 
» duireen fraction continue toute quantité quelconque, 
» pourvu qu'elle soit auparavant exprimée en déci- 
» males; mais comme la valeur en décimales ne peut 
» être qu'approchée, et qu'en augmentant d’une unité 
» lé dernier caractère, on a deux limites entre lesquelles 
» doit se trouver la vraie valeur de la quantité propo- 
» sée, il faudra, pour ne pas sortir de ces limites, faire 
» à la fois lé même calcul sur les deux fractions dont 
» il s’agit, ét n'admettre ensuite dans là fraction conti- 
», nue-que les quotiens qui résulteront également des 
»_deux opérations. » | 
Si, par exemple , il s’agit d’ exprimer en fraction 
continue la racine quarrée de 2 , dont la valeur en dé- 
cimales est entre 1,414213 et 1,414214, on aura à 
réduire en fractions continues les fractions ordinaires 
suivantes : #t42t, Ht422: On trouvera pour toutes 
deux les 6 premiers quotiens égaux à 2 ; mais le 7° 
serait 3 pour l'une et 1 pour l'autre : où a donc, de 
cette manière, HE | 


V2=1+ ss 
a 
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Au reste, il est à propos de remarquer que, quelque 


nombre de décimales qu’on ait dans la valeur de la 
racine quarrée de 2, la fraction continue conserve la 
même forme , comme on'le prouvera plus loin. 

‘ « L'expression! décimale du rapport de ‘la cir- 


rh 


conférence au diamètre est, par le calcul de Viète, 
3.,1415926535, ....... de sorte qu'on aura la 


fraction 214152265235 4 ‘réduire en fraction continue 





100000000000 

par la méthode ci-dessus : or, si l'on ne prend que la 
fraction 545%, on trouve les quotiens 3, 7, 15, 1,etc.; 
et si l'on prenait la fraction plus grande: Siar6e ; On 
trouverait les quotiens 3, 7, 16, etc., de sorte, LUE le 
troisième quotient demeurerait incertain ; d' où. l’on 
voit que pour pouvoir pousser seulement ts fraction 
continue au-delà de trois termes, il faudra. nécessai- 
rement: adopter une, valeur de, la circonférence qui 
ait plus de six caractères. , NE 

». Si l'on prend la valeur dons par Ludolph {Van 


Ceulen) en trente-cinq caractères ,et qui est 





: 3,14159 26555 89703 23846 26433: 83279 Bo288, - 


qu'on augmente d'uné unité le dernier caractère 8, 
et qu'on opère en même temps sur l'une et l'ûtre 
valeur, on trouvera cette suite de quotiens, 3, 7, 
rai CEE, SUITE ER 

, 84, 2 otre 58,14, 2, 6; HEC dns 


que l’on aura 


"à 


dirconfe 1200 ; s' 
diamètre 7+— dis 
ne LS 2 
292L+ 1. 
PS TR 


“ 


Oo \E 
hear “TD. 
Le 1 + etc. 
» Comme il y a ici nr dénominateurs égaux à 
l'unité, dn pourra simplifier la fraction, en y intro- 
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» duisant des termes négatifs, par les formules du 
» n°124, et l'on trouvera | 
circonf. __ NÉLÉNE 
diamètre — 7h —> 
ÿ | 74 16—— 1 
| AL ! 
| 3 + 'etc., 
».ou bien 
circonf. 1 
diamètre 7 +— 
16 + PAT AT 1 
DCS CE LM AU, 
196. » Après avoir expliqué la génération des frac- 
» tions continues , nous allons en montrer les usages et 


» 


n 


les principales propriétés. 

» Il est d’abord évident que plus on prend de termes 
dans une fraction continue , plus on doit approcher 
de la vraie valeur de la quantité qu’on a exprimée 
par cette fraction ; de sorte que si l’on s'arrête suc- 
cessivement à chaque terme de la fraction , on aura 
une suite de quantités qui seront nécessairement con- 
vergentes vers la quantité proposée. 

» Ainsi, ayant réduit la valeur de a à la fraction con- 
tinue 


Tru 


d' etc. FA 
on aura les ue 
_ a+ «+3 | 14 etc. 
F4 : 
ou bien, en Re ( 
y aB+a,, ay +aty 
7 AE A AÉRPD eu 


qui approcheront de av: en plus de Ja rés de «. 


el.) 
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» Pour pouvoir mieux juger de la-loi et de la con 


» vergence de ces quantités , nous remarquerons que, 


» 


par les formules du n° 118,ona 


a=a+z, b= s'ae = C= =y+5, d= += ,etc.; 


» d’où l’on voit d’abord que «est la première valeur ap- 


» 


y) 


» 


» 


» 


»” 


» 


LA 


> 


prochée de a; qu’ensuite, si l’on prend la valeur exacte 





! b+1 : ; 
de a, qui est Le , et qu'on y substitue pour b sa 


b 

valeur approchée 8, on aura cette valeur plus appro- 

,  4B-H1 
chée r 

valeur plus approchée de a ; en mettant d'abord pour 





» qu'on aura de même une troisième 


c 
b sa valeur exacte Ê 





1 e ÿ ‘ 
y Ce qui donne 


— CfHic+e, 
Bc +1 


et prenant ensuite pour c là valeur approchée; par 


ce moyen , la nouvelle valeur approchée de a sera 


(B+1)7+e, 
He TUE 
continuant le même raisonnement, on pourra appro- 


cher davantage, en mettant dans l'expression de a 
trouvée ci-dessus, à la place de c, sa valeur exacte 


gs , Ce qui donnera . 
__ EG8+1) y+a]dæ+ es Li +1 


(&y Hijd+8 à Au, 


et prenant ensuite pour d'sa valeur approchée d'; de 
sorte qu’on aura pour la quatrième approximation la 
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» quantité ; 
C8+1)y+alS test 
 G+Di+e 
. Cela posé , si l’on représente par 
| in tn : 
A'? B'? C'? D'? 
les quatre valeurs approchées de a, formées ci-dessus, 
on yoit aisément que 


Es AE, 
B = AB +1, BEEN, 
C = By + À, C = By + 4’, 
D = CC +B, D = Cd + B, 


et à partir de la troisième ligne de cette suite de ya- 
leurs, on reconnaît une loi dont il est facile de consta- 
ter la continuation indéfinie. En effet, la valeur exacte 
de a, rapportée au bas de la page précédente , deve- 
nant par cette.notation 


donne cette nouvelle valeur exacte, 


c(o+! he: (CY + Bje+ C _ De +C. 


A — 


cE té j Lr MICAEP EC DeLc 





expression de même forme que la précédente , qui 
devient la cinquième valeur approchée , quand on y 
met # au lieu de e, et qu'on peut représenter alors 
HS ie | 
par 27, Si l'on fait 
EDitC: EE DL. 


La marche de ces calculs ne pouvant plus Gene , 
il s'ensuit que 
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Le numérateur de l'une quelconque des valeurs ep- 
prochées qu'on nomme aussi fractions convergentes , 
se forme en multipliant l'entier du dénominateur de 
la fraction intégrante à laquelle on s'arrête, par le nu- 
mérateur de la fraction convergente qui précède celle 
qu'on cherche, et en ajoutant au produit le numérateur 
de la pénultième; il en est de méme du dénominateur. 

Les deux premières fractions convergentes vers = 
étant + et 5 (129), la règle ci-dessus donnera, pour la 
8° et la 4°, L 

9.5+1: . 2.464 51 = ?, 
9.441 = 5 2.87 +4 


et ainsi des autres. 
« Si la quantité a est rationnelle et représentée par 





a il est évident que cette 
» fraction sera toujours la dernière dans la série précé- 
» dente; puisque dans ce cas la fraction continue sera 
» terminée, et que la dernière fraction de la série ci- 
» dessus doit toujours équivaloir à toute la fraction 
» continue. 

» Mais si la quantité a est irrationnelle , alors la 
» fraction continue allant nécessairement à l'infini, on 
» pourra aussi POUR à l'infini la série des fractions 
» convergentes. 


» une fraction quelconque 


197. » Examinons maintenant la nature de ces frac- 
» tions; et d'abord il est visible que les nombres À, 
» B, C, etc., doivent aller en augmentant, aussi bien 
» que les nombres 4”, B", €”, etc.; car, 1°. si les 
» nombres &, B,7, etc., sont tous positifs, les nom- 
» bres 4, B,C,etc., 4’, B', C', etc. , seront aussi 
» tous positifs, et l’on aura évidemment 


BSU CS BE, D'> CU 
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et i, ‘ her eo] 

Boum "CT BE," ID'>(C',:) etes 

» 2°: Si les nombres &æ,B,7, etc., sont tous ou en 
partie négatifs, alors parmi les nombres 4, B, 


C,etc., et 4, B”, C”, etc., il y en aura de positifs 


et de négatifs; mais dans ce cas, on considérera que 
l’on a en général, par les formules précédentes, 
2=8+S L=y+ Ste, etc. ; 
d’où l’on voit d'abord que si les nombres «#, 8, y,etc., 
sont différens de l'unité, quels que soient d’ailleurs 
leurs signes, on aura nécessairement , en faisant abs- 


. Er. © B , CP 
traction des signes, 7 plus grand que l’unité ; donc 4 


. PRE , B ù 
moindre que l’unité, par conséquent G plus grand que 


l’unité , et ainsi de suite; donc B plus grand que 4, 
C plus grand que B , etc. 

» Il n’y aura d'exception que lorsque parmi les nom- 
bres «, 8, y, etc., il s’en trouvera d’égaux à l’unité, 
Supposons, par exemple, que le nombre y soit le pre- 
mier qui soit égal à H1; on aura d'abord B plus grand 
que 4; mais C sera moindre que B, s’il arrive que la 


fraction 7 soit de signe différent de y, ce qui est clair 


AN CT A 
par l'équation D y + g Parce que dans ce cas 


A | Fa 
y + 7 sera un nombre moindre que l'unité. Alors 


D sera nécessairement plus grand que B; car puisque 
7y=+#1, on aura (126) 


= E1,: 


[1 
= it et Cc— 


Qi 
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» 


» 


» 


Or, comme c et d sont des quantités plus grandes que 
l'unité (118), il est clair que cette‘équation ne pourra 
subsister, à moins que c et d ne soient de même signe; 
donc, puisque y et d' sont les valeurs entières appro- 
chées de cet d, ces nombres y et d devront être aussi 


| : Ce TR 
de même signe. Mais la fraction ARE + 3 doit 
être de même signe que y, à cause que 7 est un nombre 


entier et - une fraction moindre que l'unité; donc 
Cet à seront des quantités de même signe; 
ra et d' seront des quantités de même signe; par con- 


LA àC *, 7 . 
séquent — sera une quantité positive. Or,ona 


D B 
Be) 


Me C 
donc, multipliant par 7 °n aura 


D C 
2 —= À 2 + T; 
dC # L LA L Es L2 L1 
donc 7; étant une quantité positive, il est clair que 


= sera plus grande que l'unité ; donc D sera plus 


grand que B. 

» De là on voit que s’il arrive que dans la série 4, B, 
€, etc. , il se trouve un terme qui soit moindre que le 
précédent , le terme suivant sera nécessairement plus 
grand ; de sorte qu'en mettant à part ces termes plus 
petits, la série ne laissera pas d’aller en augmentant. 
» Au reste, on pourra toujours éviter, si l’on veut, 
cet inconvénient , soit en prenant les nombres «, 8, 
y, etc. , tous positifs , soit en les prenant tous dif- 
férens de l'unité, ce qui est toujours possible. 
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» On fera les mêmes raisonnemens par rapport à la 
» série 4’, B”, C”, etc., dans laquelle on a ECS 
B! C” 4" D! 
il BTE) T—=+2 x 1 CG 





» d’où l’on déduira des conclusions semblables aux pré- 
» cédentes. ». 


1298. Maintenant, si l’on élimine 8 entre les équa- 
tions qui donnent B et B" (page 253), (en observant 
d'écrire B°— 4'8), puis y entre les équations qui don- 
nent € et C”, et ainsi de suite , « on trouvera 

BA —AB—1, CB'=BC—AB + BA! 
DC'— CD'— BC'— CB’, etc: ; 


» .d'où je conclus qu’on aura en général 


BA — AB = 1, 
CB — BC — — 1, 
DC' — CD' = 1, 
ED' — DE = — 1, 
etc. 


=! 
+ 


Cette propriété est très remarquable, et donne lieu à 
» plusieurs conséquences importantes. 
C 

4? 2’! C”? etc. 
» doivent être déjà réduites à leurs moindres termes ; 
» car si, par exemple , C et C’ avaient un commun di- 
» viseur autre que l’unité, le nombre entier CB'— BC 
» serait aussi divisible par ce même ane ce qui 
» ne se peut, à cause de CB — BC'— 


» Ensuite , si l’on met les équations s_ préoldentes 
» sous cette forme : 


: » D'abord on voit que les fractions 


B AAA l 
D 47m 
( 7 SQL É L 
CH po 


Comp. des Elém. d'Alg. 17 


» 


» 


» est 
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D CRUE 
MENT TNEMNA 
E D'\ 2 L 
FE DS a DE 
‘etc 


il est aisé de voir que les différences entre les fractions 


A DB 
voisines, dans la série — DATA ns ,etc., vont couti- 


nuellement en diminuant , de sorte que cette série est 
nécessairement convergente. 
» Or, je dis que la différence entre deux fractions 
consécutives est'aussi petite qu’il est possible, en sorte 
qu'entre ces mêmes fractions il ne saurait tomber 
aucune autre fraction quelconque , à moins qu'elle 
n’ait un dénominateur plus grand que ceux de ces 
fractions-là. 

» Prenons , par exemple , les deux fractions 


C: 40 Te 3 
C et FA dont la différence est CD 





, et supposons, 


se . LÉ ® ] . mt ” 
s’il est possible, qu’il existe une autre fraction :— dont 
xs 


la valeur tombe entre celles de ces deux fractions ; et 
dans laquelle le Doi n soit moindre que C” 


LP 
ouque D". Puisque — — doit se trouver entre Cp D 


il faudra done que la différence entre — et es qui 
MORE aC— MC UT 
TR JO Dre A à sûit | Pre petite que 


Ê Le 
différence entre 5 € to ; Mais il est clair que 





1 
nC—mC ne saurait Fe <1,'et que par consé- 


; nC—mC' 
quent la différence sg ne peut être moindre 


n 


” 


L 


» 


» 


1” 


» 
» 


1 


L 


» 


ÿ 


4 À me 
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i ne 
que 7 : donc si n <° D”, cette différénce sera né- 


cessairement plus grande que 





1 

CD De même la dif- 
mm À 

ni à entre —et—; ne pouvant être plus petite 


que = _ , Sera nécessairement plus grande que -—— 7 D: 
si n < C', au lieu qu’elle devrait être plus petite. 


129. » Voyons présentément de combien chaque 


+ AUR | 
fraction de la série — Go etc, approchera de là 


A? 
valeur de la quantité a. Pour cela, on remarquera 
que les formules trouvées dans le n° 126 donnent 


 Ab+#i 

Dr RAD” 

_ BC + A 
Mer 

| Cd + B 
_ Cd +B" 
is DEA C 
EE: 'e + C”? 


; #: 
» Donc, si l’on veut savoir de combien la fraction > 


par exemple, approche de la quantité a, on cherchera 


et ainsi de suite, 


la différence entre g 2; en prenant pour ‘a: la 


RE Aide PAS. 
quan ItE Ca + B' ) aura ; 
C _Cd+B C BCE DOCS ] 
CTCar CU CCIFF) C(CdFF) 


me 


17e 
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Le 2 
— 


à cause de BC'— CB'—1 (128): or, comme on sup- 
pose que d soit la valeur approchée de d, en sotte 
que la différence entre d et d'soit moindre que l’u- 
nité (118), il est clair que la valeur de d sera ren- 
fermée entre les deux nombres à et À Æ 1 (le signe 
supérieur étant pour le cas où la valeur approchée d 
est moindre que la véritable d, et le signe inférieur 


pour le cas où d est plus grand que d), et que par 


conséquent la valeur de C’d <+- B" sera aussi ren- 

fermée entre ces deux-ci, C'dA+B" et C'(d+1)+B", 

c’est-à-dire entre D" et D' + C’: donc, la diffé- 
C ; 4e 

rence a — y Sera renfermée entre ces deux limites 

1 1 


—— 


CD’ CDEC) 


degré d’approximation de la fraction a à 


d'où l’on pourra juger du 


130. » En général, on aura 
he Lier, 
ART MATIN 

B 1 

A = — 


PHABTÉ B'(B'c+ À) 
C REA 
16 ŸT CCF) 
LU A? 1 
fon F4 


— PDO 
et ainsi de suite. 

» Or, si l’on suppose que les valeurs approchées «, 
8,7, etc., soient toujours prises moindres que les 
véritables , ces nombres seront tous positifs , aussi 
bien que les quantités b, c, d, etc. (118); donc les 
nombres 4, B, C,etc., 4', B', C', etc., seront aussi 
tous positifs; d'où il suit que les différences entre la 
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C 


» quantité & et les fractions 7 Gr gr 0, seront 


» alternativement positives et négatives; c’est-à-dire que 
» ces fractions seront alternativement plus petites et 
» plus grandes que la quantité a. 

» Pour connaître les limites de l’approximation , il 
» faut observer que , comme b>E, c>y,d >, etc. 
» (kyp.), on aura 


b>œE, Bc+A4>By+A>cC, 
C'd+B'> CÀ+B > D’, etc.; | 

» et comme b<B--1,c<y+1, d<<à+Y, on aura 
bDB'+A, B'o+ A'<B'(y+1)+ 4'<C'+48, 

Cd+B'< C(d+Hi1)+B <D'+C!, etc.; 
» de sorte que les erreurs qu’on commettrait en prenant 
Me ed 
A 2 B' 2? C! ? 
» seraient respectivement moindres que 


» les fractions etc., pour la valeur de a, 


1 1 
77 Fo CD’ 
» mais plus grandes que 
1 1 | 1 


RS LR ES ee te. ; 
A(B'+ A) B'(C' + B)’ C'(D'+ 63 ) € ? 
» d’où l’on voit combien ces erreurs sont petites, et 
» combien elles vont en diminuant d’une fraction à 
» l’autre. 


» Mais il y a plus : puisque les fractions £; : \ 


» Gr etc., sont alternativement plus petites et plus 


» grandes que la quantité @, il est clair que la valeur 
» de cette quantité se trouvera toujours entre deux 
» fractions consécutives quelconques. Or , nous avons 
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1 
”n 
1 


vu ci-dessus (128) qu’il est impossible qu'entre deux 
telles fractions puisse se trouver une autre fraction 
quelconque qui ait un dénominateur moindre que 
l’un de ceux de ces deux fractions; d’où l’on peut 
conclure que chacune des fractions dont il s’agit ex- 
prime la quantité a plus exactement que ne pourrait 
faire toute autre fraction quelconque, dont le déno- 
minateur serait plus petit que celui de la fraction sui- 


vante, c’est-à-üire que la fraction £ > par exemple, 
exprimera la valeur de a plus exactement que toute 
autre fraction e , dans laquelle n serait moindre 
que D. 


131. » Si les valeurs approchées «, 8, y, etc. , sont 
toutes ou en partie plus grandes que les véritables, 
alors, parmi ces nombres, il y en aura nécessairement 
de négatifs (128), ce qui rendra aussi négatifs quel- 
ques-uns des termes des séries 4, B, €, etc., 4”, B", 
C”, etc. ; par conséquent les différences entre les frac- 


B ©C 


tions > Bo & etc., et la quantité a, ne seront 


plus alternativement positives et négatives , comme 
dans le cas du numéro précédent; de sorte que ces 


fractions n’auront plus l’avantage de donner toujours 


des limites en plus et en moins de la quantité a, avan- 
tage d’une très grande importance, et qui doit par 
conséquent faire préférer toujours dans la pratique 
les fractions continues , où les dénominateurs seront 
tous positifs. Ainsi, nous ne considérerons plus dans 
la suite que des fractions de cette espèce. 


132. » Soit donc la série 


Hot 2: 611 


4, BC D'° etc, 
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» dans laquelle les fractions sont alterriativement plus 
» petites et plus grandes que la quantité a; il est clair 
» qu’on pourra partager cette séfie en'ces deux-ci : 


A CU Æ 
Ati our 7.018" : 
B D F 
B'? D? F'? etc, , 


» La première sera composée de fractions toutes plus 
» petites que a, et qui iront en augmentant vers la 
» quantité a; la seconde"sera composée de fractions 
» toutes plus grandes que a, mais qui iront en dimi- 
» nuant vers cette même quantité, » 

La marche de chaque série se déduit aisément de 
la suite d'équations qui termine la page 257 et com- 
mence la page 258. En ajoutant d'abord la 1° et la 2°, 
la 3° et la 4°, etc., il vient 


C A I C—AÀ y 
Cnam tige 6); 
E C dr 1 E'40 10 LR 

E' ce CP SER + CE 

Gex, 


ce qui fait connaître les différences des fractions de la 
ire série : celles des fractions de la 2° série s’obtiennent 
en ajoutant la 2° des équations citées et la 3°, la 4° et 
la 5°, etc. , ce qui donne 


D Hu 1, DB. 2) 
PNR TN LOUE d  n . B'D'i 
F LR D ED (4 
FE ONE 2 SUR IRRONT 5 CET EC Te TE 
etc. 


« Si les nombres y, à ,#, etc., étaient tous égaux à 
» l'unité, on pourrait prouver, comme dans le n° 128, 
» qu'entre deux fractions consécutives quelconques de 
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—_ 
Le 


Fune ou de l’autre des séries précédentes, il ne pourraït 
jamais se trouver aucune autre fraction dont le déno- 
minateur serait moindre que ceux de ces deux frac- 
tions; mais il n’en sera pas de même, lorsque les 
nombres y, à #, etc., seront différens de l’unité; car 
dans ce cas, on pourra insérer entre les fractions dont 
il s’agit autant de fractions intermédiaires qu’il y aura 
d'unités dans les nombres y—1,d —1,e—1,etc.; 
et, pour cela, il n’y aura qu’à mettre successivement 
dans les valeurs de Cet, C” (126), les nombres 1, 
2,8,....7y—1, à la place de y , de même dans 
les valeurs de D et D”, les nombres 1,2, 3,...d—1, 
à la place de à, et ainsi de suite, 


133. » Supposons, par exemple, que y soit =#, on 
aura 


C=4B+A et C'=41 +4, 
A M 

ét on pourra insérer entre les fractions —; PL et = ç Uois 
fractions intermédiaires, qui seront 

pd BOL AN TER LUS 

B'+ 47 9B'+ A4" 3B'+ 4° 
» 11 est clair que les dénominateurs de ces fractions 
forment une suite croissante par des différences éga- 
les, depuis 4’ jusqu’à C”, et les numérateurs depuis 
A jusqu’à C; et nous allons voir que les fractions 
elles-mêmes croissent aussi continuellement depuis 


- \ C , . e e 
1 jusqu'à —,, en sorte qu il serait maintenant im- 


» possible d'insérer dans la série 


A as 2B + À 3B+A 4B+A, 
4° BEA’ 2B +4 5B4A° {BA De 


» aucune fraction dont la valeur tombât entre celles des. 
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» deux fractions consécutives, et dont le dénominateur 
» se trouvât aussi entre ceux des mêmes fractions ; car 
» si l’on prend les différences entre les fractions pré- 
» cédentes, on aura, à cause de B4'— 4B'—\1, 


B + A A1: 1 
DORA CAN AB) 
2B+A B+A. 1 
2H AT BL A (BL AÏGBEA) 
_8B + 4 2B4+A 1 
5B+ 4  92B+A4 (2B+4(G3B+4) 


C 3B + 4 1 
C' EU BEL A Tr (3B' + ATOS 


B + A 
4” B+Â"" 
» vont en augmentant, puisque leurs différences sont 
» toutes positives. Ensuite, comme ces différences sont 
7 3 4 79 , ? sav, À b Va . 
» égales à l’unité divisée par le produit des deux dénomi- 
» nateurs, on pourra prouver, par un raisonnement ana= 
» logue à celui que nous avons fait dans le n° 128, qu’il 
» est impossible qu'entre deux fractions consécutives de 
» la série précédente, il puisse tomber une fraction quel- 


» d’où l’on voit d’abord que les fractions tc. 


417 L 2 * 
» conque +, si le dénominateur n tombe entre les déno- 


» minateurs de ces fractions, ou, en général, s’il est 
» plus petit que le plus grand des deux dénominateurs. 

» De plus, comme les fractions dont‘nous parlons 
» sont toutes plus petites que la vraie valeur de a , et 

VLULA RENÉE LE 

» que la fraction 7 st plus grande , il est évident 
» que chacune de ces fractions approchera de la quan- 
» tité a, en sorte que la différence en sera plus petite 
n que celle de la même fraction et de la fraction 


B 
N 7 Or, on trouve 


266 COMPLÉMENT 


1” 


» 





A «1 ts 1 
ge An el à à es 
B + 4 Hs 1 
BR AR OT NO RER 
2B + 4 DS 1 
2B' JE À API (BP ANM 
3B + A FAR 1 
SE LE UE TIR" TN (SRE 
NC He ‘ho 
GNT TL RU 


donc, puisque ces différences sont aussi égales à 
l'unité divisée par le produit des dénominateurs, on y 
pourra appliquer le même raisonnement du n° 128, 


» e mr 0] 
pour prouver qu'aucune fraction — ne saurait tomber 
7 


A NSIEUA 
entre une quelconque des fractions 7° FE 4°? 
2B + À B 
Nage a B'? 
teur 7 est plus petit que celui de la même fraction; 
d’où il suit que chacune de ces fractions approche plus 
de la quantité a que ne pourrait faire toute autre 
fraction plus petite que a , et qui aurait un dénomi- , 
nateur plus petit, c'est-à- ie qui serait MAT en 
termes plus simples, 


etc. , et la fraction si le dénomina- 


134. » Nous n'avons considéré dans le numéro pré- 


cédent que les fractions intermédiaires entre = et 


A 


E il en sera de même des fractions intermédiaires 


E 
entre C rs FRITÉ EC, TS, y, elC., 


FD ) ty 3 
sont des nombres plus A que l’unite. 


» 
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À ê ra B D 
» On peut aussi appliquer à l’autre série 7° D 
F 
Fr etc., toutce que nous venons de dire relativement à 
FEUX 
la première série —; go C5 de sorte que si les nom- 
bres €, ete., sont plus grands que l’unité, on pourra 
. » l f . B D F 
insérer entre les iractions — 3! (51 eq D? D et F° 
différentes fractions intermédiaires, toutes plus gran- 
des que @, maïs qui iront continuellement en dimi- 
nuant , et qui seront telles, qu’elles exprimeront la 
quantité a plus exactement que ne pourrait faire au- 
cune autre fraction plus grande que a, et qui serait 
conçue en termes plus simples. 
» De plus, si 8 est aussi un nombre plus grand que 
l'unité, on pourra pareillement placer avant la frac- 
.. Aa 04+1 34 +i 

5? les fractions Et à Der À Este 


jusqu’à Es ; ou 


entre — etc., 


tion 
7 ©t ces fractions auront 
les mêmes propriétés que les autres fractions inter- 
médiaires. 

» De cette manière, on aura donc ces deux suites 
complètes de fractions conyergentes vers la quantité a. 


Fractions croissantes et plus petites que a. 


B+ 4 9B+ 4 (y —1)B + À 


D'4 €: 2D| 41€ (its )DIE UC 


A 
a 
C' 


PUbPUTE 
FE” FLE” °C; 


et 


C. 
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Fractions décroissantes et plus grandes que a. 


A+1 2441 34—+H1 (8— 1) 4 +1 
pra Ve) , NAN MES, 2. As JO , 


» 


B C+B 2C+B (Q—1)C+B 


B° CHE? CHR? C0 EE 
D E+D 

D: RD ds 

etc. 


» Si la quantité a est irrationnelle, les deux séries pré- 
LA e x ,° e. e LA. e. 

cédentes iront à l'infini, puisque la série des fractions 

, 4 


| M €: 
TC etc., et quenous nommerons dans la suite 


” pot principales, pour les distinguer des frac- 


” 


” 


» 


tions intermédiaires, va d'elle-même à l'infini (126). 
» Mais si la quantité a est rationnelle et égale à une 


(4 , 
7 » NOUS AVONS VU dans le numéro 
cité, que la série dont il s’agit sera terminée, et que la 
dernière fraction de cette série sera la fraction même 


fraction quelconque 


4 Ÿ LA L - . 
T° donc cette fraction terminera aussi nécessaire- 
ment une des deux séries ci-dessus , mais l’autre série 
pourra toujours aller à l'infini. 


» En effet, suppôsons que d soit le dernier dénomi- 


D ET 
nateur de la fraction continue ; alors D’ sera la der- 
nière des fractions principales; la série des fractions 
plus grandes que a sera terminée par cette même frac- 


D pe . . 
tion D °t la série des fractions plus petites que a 


[4 \ . C 
se trouvera naturellement arrêtée à la fraction T° 
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» qui précède mais pour continuer » cette dernière 


D 
D; 
série, il suffit de remarquer que la fraction qui sui- 


yrait —,, Savoir, 


D 
D' 


, Là A D . ° 
« se réduit à D' quand « = ©, ce qui arrive lorsque 


» à est le dernier dénominateur (120). Or, par la 
» loi des fractions intermédiaires, il est clair qu’à 
» cause de :— ©, on pourra insérer entre les frac- 


. E Q CAT. . ° 4 
» tions æ; et F7 une infinité de fractions intermé- 


» diaires, qui seront 


D+C 2D+C 3D+C 


DÉCCHED EC SDEC" 
LL x A 
» Ainsi, dans ce cas, on pourra, après la fraction C 
» dans la première suite de fractions, placer encore 
» les fractions intermédiaires ‘dont nous parlons, et les 
» continuer à l'infini. 


135. » Une fraction exprimée par de grands nombres 
» étant donnée, trouver toutes les fractions en moin- 
» dres termes, qui approchent si près de la vérité, qu'il 
» soit impossible d'en approcher davantage par des 
» fractions plus simples. 

» Ge problème se résoudra facilement par la théorie 
» que nous venons d'expliquer. 

» On commencera par réduire la fraction proposée 
» en fraction continue, par la méthode du n° 121, en 
» ayant soin de prendre toutes les valeurs approchées 
» plus petites que les véritables, pour que les nombres 


q 


2/1] 


1 
» 


» 
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a, B,7y,etc., soient tous positifs ; ensuite, à l'aide 
des nombres trouvés «, 8, y, etc., on formera , d'après 
ie 
DETTE 
dont la dernière sera nécessairement la même que 
la fraction proposée, parce que, dans ce cas, la frac- 
tion continue est terminée. Ces fractions seront al- 
ternativement plus petites et plus grandes que la 
fraction donnée , et seront successivement conçues 
en termes plus grands; et de plus, elles seronttelles, 
que chacune de ces fractions approchera plus de la 
fraction donhée, que ñe pourrait faire toute autre 
fraction quelconque qui serait conçue en termes plus 
simples. Ainsi on aura par ce moyen tontés les frac- 
tions conçues en moindres termes que la proposée, 
qui pourront satisfaire au problème. 
» Que si l’on veut considérer en particulier les frac- 
tions plus petites et les fractions plus grandes que la 
proposée, on insérera entre les fractions précédentes 
autant de fractions intermédiaires que l’on pourra, 
et l’on en formera deux suites de fractions éonvér- 
gentes, les unes toutes plus petites et les autrés toutes 
plus grandes que la fraction donnée ( 132; 138 et 
134); chacune de ces suites aura en particulier les 
mêmes propriétés que la suite des fractions princi- 


SH 1 LE à à # 
pales 5 °C etc. ; car les fractions, dans cha- 


la règle du n° 126, les fractions etc. , 


que suite , Seront successivement conçues en plus 
grands termes , et chacune d’elle approchera plus de 
la fraction proposée , que ne pourrait faire ancune 
autre fraction qui serait pareillement plus petite ou 
plus grande que la proposée, mais qui serait conçue 
en termes plus simples. 

» Au reste, il peut arriver qu’une des fractions inter- 
médiaires d’uhe série n’approche pas si près de la 
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». fraction donnée, qu'une des fractions de l’autre séz 
» rie, quoique conçue en termes moins simples que 
» celle-ei; c'est pourquoi il ne convient d'employer les 
» fractions intermédiaires , que lorsqu'on veut que les 
» fractions cherchées soient toutes plus petites outoutes 
» plus grandes que la fraction donnée. 


136. » Suivant La Caille , l’année solaire est de 365/5t 
» 48’ 49”, et par conséquent plus longue de 548'-40" 
» que l’année commune, qui est de 365/; si cette dif- 
» férence était exactement de six heures, elle donne- 
» rait un jour au bout de quatre années communes ; 
» mais si l’on yeut savoir au juste au bout de combien 
» d'années communes cette différence peut produire un. 
» certain nombre de jours , il faut chercher le rapport 
» qu'il y a entre 24" et Bt 48° 49"; on trouve ce rapport 
—4#54%%; de sorte qu'on peut dire qu'au bout de 
» 86400 .ännées communes , il faudrait intercaler 
» 20929 jours pour les réduire à des années tropi- 
» ques (*):. 

» Comrie le rapport de 86400 à 20929 est exprimé en 
» termes fort grands, on propose de trouver en des 
» termes plus petits des rapports aussi rapprochés: de 
» celui-ci qu'il.est possible. 


» On réduira donc la fraction $$#2 en fraction con- 








(*) On appelle annéesolaire ou année. Srapique l'espace detemps 
qu’il faut pour ramener la terre dans la même position à l’égard du 
soleil. Les astronomes ont conclu des observations , que cet espace 
est de 365 jours 5 heures 45 minutes 49 dés) et il suit de Jà 
qu’au bont de 365. jours, ou d’une année civile, il s’en faut de 
5 heures 48 minutes 49 secondes que la terre n’ait achevé sa révo- 
lution autour du soleil. Ce complément se trouve compris dans 
Pannée suivante. S’il était précisément de 6 heures, 4 révolutions 
rempliraient 4 ans et un. jour. . 

Les jours qu’on ajoute pour ce les révolutions de la terre 
avec les années civiles, s ‘appellent jours intercalaïres, ou inter- 
calations. 
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» tinue par la règle donnée dans le n° 121, » En dispo- 
sant l'opération comme ci-dessus, les dividendes seront 
placés à la gauche des diviseurs, « et l’on aura 
20920|8640014 = « 
183716 
2684|20929|7—=8 
888) 
2141 2684 L—=7y 
12141 
 D43l2141 3—S 
l1629 
bi ee ee 





512]. 
5x 51216 — Û 
1496 
7 16/31|1 = y 
16 
25l16l1—=84 
15 
pt 15 — 


15 


——— 





©. 


» Connaissant ainsi les quotiens &, 2, y, etc. , » la 
règle énoncée à la fin du n° 196, fera trouver aisément 


+ 
la série des fractions principales, D? D etc. ; et en les 


plaçant sous les quotiens qui leur otre x 
viendra 





A 29 33 128 161 2704 2865 5569 86400 
19 7 2 8 9 31 > 39 > 655 ? 694? 1349) 20929 ? 





« où l’on voit que la dernière fraction est la même que 
» la proposée. » Si, dans cette opération, l'onrencontre 
quelque difficulté , elle sera levée par les détails'stivans. 
« On écrira d'abord la suite des quotiens 4, 7, etc., 
» et on placera au-dessous les fractions qui en résultent. 


D 


» 


» 
» 
» 


» 
1 
1” 
» 
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» La première fraction aura toujours pour numéra- 

teur le nombre qui est au-dessus, et pour. dénomina: 
LA 


teur l'unité. :,. > pe sa 
» La deconfe aura pour numérateur le produit du 


nombre qui y est au-dessus par le numérateur de; la 


‘première, plus l'unité et pour dénpriatenr le 


nombre même qui est au-dessus. se ist 
» La troisième aura pour numérateur le droit du 


nombre qui y est au-dessus par le numérateur, de la 
séconde , plus celui de la première , et de même pour 


-dénominateur le produit du nombre qui.est au-des- 


sus parle dénominateur dela seconde; plus,celui. de 


vla première. 


» 


» Et en général ( d’après la‘règle du ñ0 196) ) bhdque 
fraction aura pour numérateur'le produit du nombre 
quiy est au-dessus par. le numérateur de la fraction 
précédente , plus celui de lavant-précédente , et pour 
dénominateur le produit du même nombre par le dé- 
nominateur de la fraction précédente, plus caus de 


l avant-précédente. 


» Ainsi, 29 —7. 4—+1, 77, 35 — 1.29 +4, 
EE 71 à RAR EEE dde 31 —3.8#7, ét 


ainsi de suite. 


Li 


& 2° 21 
que l'intercalation la plus simple est mA d’un jour 


dans quatre. années communes, , ce qui. est Je. fon- 
dement du calendrier Julien, mais qu'on approche- 
rait plus.de l'exactitude en,n’intercalant que sept 
jours. dans l’espace de vingt-neuf années communes, 
ou-huit dans l’espace de trénte-trois ans , et ainsi 


” Maintenant on voit par pe ne : 2,35, etc., 


de.suite, 


“Onwoit, de plus, que comme les fractions 4, , 
sont alternativement plus petites et plus grandes que la 
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+2 
> 
l 
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» 


ee 
Le 4 


ss 
L 2 


À 
Lea 


60 LME 1 ,° . » | ” 
fraction 884 ss OU 57 PT J'intercalation d'un jour 


sur quatre ans sera trop Le , celle de‘sept'jours sur 
wingt-neuf ans trop faible, celle de ‘huit jours sur 
trente-trois ans trop forte ,-et ainsi de suite; mais cha 
cune de ces intercalations.sera toujours la plus:exacte 
qu'il est possible dans le:même :espace de temps. 

» Or, sil’ontrange dans deux'séries particulières les 
fractions plus petites et iles fractions plus grandesque 
la fraction donnée, on y pourra encore insérer diffé- 
rentes fractions intermédiaires pour compléter.les sé- 
ries ;et pourcela-on suivrale même procédé que.ci- 
dessus, mais en prenant successivement à larplacesde 
chaque nombre de la série supérieure tous les nombres 
entiers. moindres que.ce nombre (lorsqu'il y.en.a). 


» Ainsi, considérant d'abord les fractions eroissantes 


4 4; 4 2? l, 195 tNaaps 

A +83 AMG 2865 86400 

ur g > 58 > "694 20929) 
on voit qu'à cause que l’unité est au-dessus de la se- 
conde., -de la troisième .et de'la quatrième, on ne 


pourra placer aucune fraction intermédiaire, ni entre 
la première et la seconde, ni entre la seconde et la 


troisième , ni entre la troisième et la quatrième; mais 


comme 4h dernière‘fraction‘a au-dessus d'elle le nom- 
bre15, on pourra, entre cettefractionetla précédente, 


‘placer quatorze fractions intermédiaires, dont les nu- 


mérateurs formeront ‘la progression par ‘différence , 
28655569 , 2865-+2.5569, 386543:5569 etc. , 
et dont les dénominateurs formeront aussi laprogres- 
sion 6941549, 694 + 2.1349, 6944315849; etc. 
» Par ce moyen, la suite complète” des fractions 
croissantes sera 
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12835 141849 1 5339 169894? 1 
go8 31 86400 , 3 ' 688 18251 
1958909 20929 » 


» et comme la dernière fraction est la même que la 
» “frättion donnée , il est clair que cette série ne peut 
pas-être poussée plus loïn. 
» De là on yoit.que si l’on ne veut admettre que des 
»intercalations qui pèchent par excès , les plus.simples 
» tet Jlesplus exactes seront celles d’un jour sur quatre 
» sännées, jou de huit -jours sur trénte-trois äns, ou de 
» :trente-neufsur cent soixante-un:ans , et ainsi de suite. 
» Considérons maintenant des fractions décroissantes 


3 


ARR 16, à: 
29 128 2704 5569. é 
jé ARE à SN%2 655 271849 ? 


» et. d'abord, à cause du nombre 7 qui est au- {70 
» de Ja première fraction, on pourra en placer six autres 
» ayant celle-ci, dont les numérateurs formeront la; pro- 
» gression par différence 4+1, 2.441, 3.41, etc., 
» et dont les dénominateurs formeront la progression 1, 
y” 2,3, etc. ; de même, à cause du nombre 3, on pourra 
” placer entre la premièreet:la seconde fravfiôns , deux 
»' fractions intermédiaires; et entre la seconde et la troi- 
»$ièmé ,:on'en pourra placer 15, à: cause du nombre 16 
»' qui est au-dessus dela tr éhièiie: ‘mais.entre celle-ci 
» et la-dernière on n’en pourrait ‘insérer ‘aucune , à 
» ‘cause que le nombre quiest au-dessus est Praités 

» De plus, il faut remarquer: que comme la série 
» précédente n’est pas terminée par la fraction donnée, 
» on peut encore la continuer aussi loin que l’on veut, 
» comme nous l'avons fait voir dans le n° 134. Ainsi 
» l'on aura cette série de fractions décroissantes, 


18. 
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59, 28,407. ar 25 29 .,62,95 248, 2894504 Li1772 
1929 3974) 59 6979109 28) 31 ? 70 10091487 1877 , 
933 1094 ,1255 A16 1577 ,2738 1899 2060, 2291 
2269 26b 2304 9 348 9: 38249 421 2 460 J :499 2, 653807 
2382 92543 92704 5569 91969 278369 264769 351169 
17 1 616 > 655 ? 13499 222789 43207 9 64136 2 85065 ? 

437569 

050019 CLIC 


n Jesquelles sont toutes plus grandes que la fractio#pro- 
» posée, et en approchent-plus Que toutes autres frac- 
» tiôns qui seraient conçues en termes moins simples. 

» On peut conclure de là que si l’on ne voulait avoir 
» égard qu'aux intercalations qui pécheraignt-par dé- 
” ri les plus simples et les plus’ exactes seraient 
n sul d’un jour sur cinq ans, ou de deux jours sur 
» neuf ans, ou de trois jours sur treize ans, etc: ! . 

» Dans le calendrier grégorien , on intercale seule- 
» ment quatre-vingt-dix-sept jours dans quatre cents 
» années; on voit par la table précédente qu'on appro- 
» cherait beaucoup plus de l’exactitude en intercalant 
» cent neuf jours en quatre cent cinquante années. » 

Tous ces calculs, dépendant de la durée de l’année , 
sont liés aux progrès de l’Astronomie, et l’on trouvera 
dans lé Zraité d'Astronomie de Delambre ce JL ré- 
sulte de l'état actuel de la science. 


187: « Nous avons déjà donné (125) la fraction con- 
» tinue qui exprime le rapport dela circonférence du 
». cercle au diamètre , en tant qu “elle résulte de la frac- 
».tion de Ludolph ; ainsi, il n’y aura qu’à calculer de 
» la manière enseignée dans l'exemple précédent, la 
» série,des fractions convergentes vers ce 1nêmesrap- 
» port, laquelle.sera | {1 after 


» 1239 
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» Ces fractions seront donc alternativement plus pe- 
» tites et plus grandes que le vrai rapport de la circon - 
» férence au diamètre, c’est-à-dire que la première 3 
» sera plus petite, la séconde : * plus grande, et ainsi 
» de suite, et chacune d’elles approchéra nee de la 
» vérité que ne pourrait faire toute autre fraction qui 
» serait exprimée en termes plus simples, ou en géné- 
» ral, qui aurait un dénominateur moindre que le dé- 
» nominateur de la fraction suivante ; de sorte que l’on 
» peut assurer que la fraction ? approche plus de la 
» vérité que ne peut faire aucune auire fraction: dont 
.» le dénominateur serait, moindre. que 7, de même la 
» fraction 2 approchera plus de la vérité que toute 
» autre Dion: dont le dénomuriateur serait môindre 
» que 106,'et ainsi des autres. 
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» Quant à l’erreur de chaque fraction, elle sera tou- 
» jours moindre qué l'unité divisée par le produit du 
» dénominateur de cette fraction par celui dé la frac- 
» tion suivantes Ainsi, l'erreur de la fraétion 3 sera 
» range que: > 5 celle de la fraction 2 sera moindre 
» que +, et ainsi de suite. Mais tas même temps 
» l'erreur de chaque fraction sera plus grande.que l’u- 
»n_nité divisée par lé produit du dénominateur de cette 
» fraction par la sommie de ce dénominateur et du dé- 
» nominateur de la fraction suivante ; de sorteque l’er- 
» reur de la fraction 3 sera plus grande que +; celle de 
» la fraction = 2 plus grande que +5, et ia de 
» suite (191). + 


» Si l’on voulait maïntenant séparer les: fractions plus 
» petites que le rapport de la circonférence au dia- 
» mètre, d'avec les plus grandes , on pourrait, en in- 
» sérant les fractions intermédiaires convenables , for- 
» mer deux suites dé fractions , les unes croissantes 
» et les autres décroissantes vers le vrai rapport dont 


» il s’agit; on aurait de cette manière 

circonf. 

Fractions plus petites que. ==. 
BASE q dianièt, 


25 A7: 169 Qu 418 185; 157.) 179: 2oû') da3 2452 267 


nd lots HE ET JL 


























» Chaque fraction de la première série approche plus 
» de la vérité que ne peut faire aucune autre fraction 
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5 exprimée en termes plus shuples , et qui pécherait 
»' aussi par défant ; et chaque fraction de la seconde 
».$éries approche aussi plus! de la vérité que ne peut 
» faire aucune autre fraction exprimée en termes plus 
» simples et péchant par excès. 
» Au reste, ces séries deviendraient fort prolixes, si 
» l’on voulait les pousser aussi loin que nous avons 
» fait à l'égard des fractions principales données ci-des- 
» sus, » 


138. Après les exemples: précédens ;. Aer Lots 
trouveront sans peine les diverses valeurs approchées 


de V2, 


JL 
3 





7 
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aû moyen de la fraction continue 


1 
ni El 
TE 
a 
a 2+etc, (125). 
Une semblable fraction , dans laquelle fes dénomina- 
teurs sont toujours les mêmes, ou reviennent dans un 
certain ordre , se nomme fraction continue périodique, 


et peut toujours être regardée comme la racine d’une 
équation du second FANS 


Soit la fraction a re Fe nn 1 
pour 
b +- etc. ; 


en la faisant égale à x, on aura 


Len IT 


PE 
Na Eu etc, 
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Le nombre des fractions intégrantes étant illimité ;ilest 
évident qu'on peut substituer encore z — a à l'énsenible 
des fractions qui suivent éé HORS en sorte qu on 


aura 71 
1 


Fee 


PRE Le 


d où: il suit 

'æ LA) EEE ab — 10, ji 
équation de laquelle dépend A x, qui repré. 
sente la fraction proposée. L 


Si l’on fait b — 04, ‘T'équation ci - dessus devient 
x — d—1-=0;et te fraction ù 


+ 00 rt 4) + 
sa + 2 hr, RC a 
donne la valeur de Wa +1. | 

Quand a—1, il vient a=f/ 2, ce qui justifie l’ex- 
pression indéfinié rapportée plus haut (*). 
. Soit encore la fraction continue 





ff at 1 Ï : COL À 
a+ 1: 
: ; ! . +3 —- m1 LE f 
CH 1 
c +. etc., 
dont la période embrasse deux fractions intégrantes 1 
on aura, dans ce cas, = “ al lioë 
ch | L 
—G—=- ,1 
b+— 1 ". 
C En 5 L £ 
AS 
c + eic., 
9 Le - y, , we: "2 


(*) Elle s’obtient aussi par des considérations géométriques. (Voy: 
mes Ælémens de! Géométrie.) 
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et on substituera x —« au lieu de toutes les fractions 
qui suivent la seconde; il viendra 


Le 
dal "mie : KT HETE die 


rer 
dont on tirera 
bx *— (2ab — bc)x + &b—abe—c—0o. 


I est facile d’ eue ce procédé à à telle RE ps pé- 
riodique que ce soit.’ | 


159 _Réciproquement : une équation du second de- 
gré étant donnée, on en tirera une fraction continue 
périodique , en ni appliquant la méthode donnée 
(Elém., 221) pour résoudre les équations par ap- 
 proximation. 

Es “ei est bien simple par rapport à l'équation 

‘x c — (aa — b}x Ha —ab—1—=0o 
du numéro précédent. En faisant a+, , il vient, 
après les réductions, FAN 
pra ou (y—b)y—1=0, LA 

équation d’après laquelle on reconnaît sans peine que 
y doit être compris’entre b et b 43 1; et posant en 


conséquence y — b Fa: ra on toire encore 


(y — b) y — 1—=0. 
Les transformées étant donc toutes semblables , b sera 
la valeur approchée de chacune des inconnues ÿ, y’, 
y", etc., et l’on aura par conséquent pour x la pre- 
mière des fractions coñtinués littérales posées dans le 
numéro précédent. 
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Pour la démonstration du cas. général. de: la déoibsis 
tion ci-dessus , je renvertai aux Ædditions ‘à l'Algèbre 
d'Euler, p. 476, et au Traité de la Résolution des 

quations numériques, par Lagrange; 2° édit. , p. 59. 


De quelques autres FACE des fractions. 


140. On a vu dans le n° 121 que la Factid continue 


} 


À 
équivalente au nombre fractionnaire > ‘obtenait de la 


mênre manière qu'on procède à. la. recherche du‘plus 
grand. commun. diviseur , c’est. - à - dire en. divisant: 4 
par 8, puis. B'par le reste C,, puisice premier reste C 
par le second. Det ainsi de, suite. On.peut an lien-de 
prendre à chaque opération partielle un nouveau-divi- 
dende et'un nouyeau.diviseur, diviser. le premier nom- 
bre 4 par B » puis par le reste C de cette première 
division, puis par le reste C’ de la séconde, et ainsi 
de, suite: Où obtiendra. d’après ce procédé ; ; une es- 
pèce de fractions convergentes, remarquées d’abord 
par Lambert, et traitées depuis par Labrange , dans 
le volume des Débats de l'École normale ,\etdans le 5° 
cahier du Journal de l'École Polytechnique. | 
Si l'on fait successivement 


és riselh Ai FETE 


A=nC + CC, 
A = nC'Æ C". 
A — n'C'S él 
eic. , 
on ext dédüird. 
junte 
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etc.; 


d’où l'on conelura ces diverses! valeuts, 


f=n+£ 

PSE 
ét 
PS Éire-pe 
etc. 8 


- " Le : A e fe! * «5 4 fie 
La. fraction: 3 est ainsi transformée daris uné’ suite 


convergente; car il est visible que les, quotiens »,, 7’, 
n”, etc. , vont en croissant, tandis que les restes C, 
C’, C", etc. diminuent sans cesse : on voit, de-plus ; 
que cette série doit s'arrêter toutes les fois que le nom- 


bre é est Latine Én cher: a suite des divisions 


prescrites par le procédé ci-dessus conduit nécessaire- 
ment à un quotient exact, lorsque A et B sont des 
nombres entiers, puisque ke réstes diminuant succéssi- 
vement, on doit. finir par en trouver un égal à l'unité 
quand les nombres Æ et B sont premiers entre eux. 


‘14e Si Pon prend , au lieu du AR Et 


maire la fraction proprement dite —, dans laquelle 


pe 
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C<B, on aura | 
C 1 C’ 
D'Ææ Û — = = we 
Fe Tite B ) Bn? 
| ‘IC 1 Ce 
LATE u ue EM ET. A. 
Be nc C, ou {Z n' Bn'? 
été 1 C” 
ACT L/4 NFAR ee à pet L 
B = n"C".+:€C, B n° Bn'? 
etc. etc. ; 
d’où l'on tirera successivement 
C 1 C’ Pet à 
B IL Bn° 
C 1 c” 
B IL nn ke Bnn'? 
C4 I se 1 c? 
Ho R nr nnn'  Bnnn'? - 
etc. 


Toutes les fractions partielles de ces résultats, ex- 
cepté la dernière , ont pour numérateur l'unité. Cette 
dernière donne hotte l'erreur qui résulte de l’en- 
semble des autres. Il est facile de conclure de là (que 
les valeurs 


sont alternativement plus petites et plus grandes que la 
C 
fraction Z? en supposant toujours les quotiens n,n, 


n”, etc., pris comme en Arithmétique. Il serait facile de 
trouver les modifications qu'apporteraient dans cette 
conclusion et dans les signes des fractions païtielles, des 
quotiens pris tantôt en excès et tantôt en défaut ; les con - 
sidérations analogues développées dans le n° 124 me 
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dispensent d’entrér ici dans aucun détail à cet égard ; je 
me bornerai à faire remarquer que l’on aura une ap- 

.proximation plus rapide, en-prenant toujours le quo- 
tient au plus près. soit en-dessus ; soit en-dessous. 
Je ferai encore remarquer que l’on peut obtenir, 


pour le nombre frâctionnaire + des expressions sem- 


B ) 
blables aux précédentes, en substituant celles-ci à la 
C A C 
lace de — dans l’équation = — m + —. 
place 2 ans fou 1 5 un 2 
Si l’on applique ce qui vient d’être dit à la fraction 
87, on trouvera 


2 SO REE 1 1 





1108 5 5:47 5.47.80 


1 


LT aa RTE NE | CPR 
À 5.47.50.367 … 5:47.00.867. 051 


Ron et 2 hu ni Ni: à 
Az 5.47.b0..367.551.1105" 


On peut employer aussi ce procédé pour obtenir des 
valeurs approchées de fractions décimales , en ayant 
égard à ce qui a été dit au commencement du n° 125, 
Si l’on en fait usage pour déduire de la fraction #54 


1900000 


des valeurs approchées de V/2 ; on trouvera 





ess Me de 4 2 DE LE: 
VOTRE eee Eee — elc. 
(4 ‘our EE Mai 7 ? 


En partant de la fraction de laquelle‘dépend le rap- 
port de la circonférence au diamètre (125), et prenant 
les quotiens : au plus! près ( 23) » il vient 





circonf. Fe | Le 265 "1 
\diamèt. fe Abies: 17: 113. ET 
yréus +2 Ps 1 +'éte. 


7: 18.4789. DIS same 
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142.100 a fit voir ; dans le n°198; ” en he 
par 
LANOIBY 1e D: E pe 
‘4° We ©’ D” " gp? ; ætc. 


Vu suite des ‘ri convergentes. vers la. EM 8, 
déduites de la fraction continue équivalente à cette 
quantité , on avait 


B A P4 
C A 1 
CURE 0 
D à Ha à HA 
BTe* CD 
ÆE 

FE! : 


1 ‘ 

LOT DE TPE? 

il en résulte , pour a, cette suîte de valeurs, de plus en 
plus approchées , + PEL. 


Pau 1 
1 


A 1 


LS 


j 1 1 1 


tes 
ce qui offré encore une transformation de l'expression 
de a en série convergente, finie si a est rationnel , et 
infinie dans le cas contraire. 
Cetté dernière transformation est d'autant plus re- 
marquable , qu'Euler en a tiré un moyen de convertir 
en fraction continue touteisérie dont les termes sont al- 
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ternativement positifs et négatifs. (’oy. le chap. XVIII 
de J'Introductio in Analysin infi inttorum.) I] y est re- 
venu dépuis, ‘dans le 2° volume de ses Opuscula anal 
lica (pag. 138); ; mais Ces recherches sont trop col 
yat pour tronver place ïci. 


der On peut’ généraliser la réduction des fisltion 
ordinaires en fractions décimales , en, se proposant de 
convertir;une fraction quelconque en une autre d’un dé- 


o 1 LE 4 C » ° 
nominateur donné. 7 étant ‘la première, et:b:le déno- 


minateur donné, la seconde aura évidemment pour nu- 
r» LA bC Lé LA s e 
mérateur-le quotient évalué en nombres-entiers. Si 


l’onreprésente:ce quotient par met le reste par C’,-on 
a exactement F 
ER 4 C 
Pants où ÿ= = 5 + 
et poursuivant ces divisions , on arrive à 
Do 6 0 PAL 
DR HA 5. 0 Yo) 
= eur. C 
Ho SU DUR bp THB? 
etc. , 





résultats desquels on tire 
€ 
F7 ms b + bB ) 


:7 “2ù € t 


°c 
Here 5+ ÿB° 


Lo 


C: 
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L'application des raisonnemens faits em rite 
sur les fractions décimales ,: conduit facilement aux 
conséquences que. fournissent les expressions ci- -des- 
sus ; et. les considérations qu'on y a développées dans 
le n° 97 montrent en particulier que si la fraction 


B | 
vent nécessairement avoir des retours périodiques (*). 
144. Les diverses transformations dont jé viens d’ex- 
posèr. succinctement, les. principes . se. déduisent de 
À équation 


..88t œationnelle, les quotiens 7, a ALU ét » doi- 


Êb' pe ep} à! 
qu’on obtient en comparant deux fractions 3 ets g Pour 


connaître leùr différence; dont Je RE est lalors 
exprimé par D. Ï H213 8 
1°. Si l’on veut, en supposant le numérateur c = 1, 

trouver pour b un nombre entier tél ÿ que-la diffé 
rence D soit la plus petite possible, il est visible 
qu'il‘ faut faire b égal au quotient dudénominateur 2 
par le numérateur C; et désignant ce queen par 7, 
on retombe sur. l'équatièn 


,2=: Ce 


trouvée dt L n° 141. Traitant de même la fraction 
C’ 
3 À les suivantes , on opérera la tranefofination indi- 


quée dans ce numéro. Er À a 


À Al 





d 4: 

(*) Lagrange (Journal de l'École Phiyteckniquty 5e cahier, p. 
98) prouve, par le moyen des fractions du n° 140, que plusieurs ex- 
pressions, parmi lesquelles se trouve celle du nombre e (106), sont né- 
cessairement irrationnelles, Lambert s'était déjà occupé du même 
sujet, et particulièrement du rapport de laïcirconférence au diamètre. 
(Mémoires de l’Académie de Berlin, année 1762, page 265.) 
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9°, Il est visible qu’en se donnant le dénominateur, 
on tombe sur la transformation du numéro prétéIENt 
3°, Enfin si, laissant les deux termes de la fraction 


5 © indéterminés , on parvenait à découvrir la plus petite 
valeur dont ils sont susceptibles 'en vertu de l'équation 
Cb — Bc = = 1 


dans laubélle D est le plus petit possible, on repro- 
duirait ,. dans un ordre inverse, les’ fractions conver- 
gentes qui résultent de la feet continue équivalente 


2 


à = Cela est évident par les équations | 
BA' — AB 
CB — BC! 
DC — CD' = 1, 
ED — DE = — 1, 


etc. , 


1; 


Il ll 


— | 


D 


Bix € 


, 4 = } » A 
déduites de la comparaison desfractions PAT 


D LR Q 
Dr °C. dans le n° 198 ; car la dernière de ces fractions 
étant la proposée, l’avant-dernière sera Re avec 


5 faisant ensuite ch’ — bc'— +1, la fraction ? mr dé- 


: C | ' 
terminée comme 7» Sera nécessairement l’antépénul- 


tième convergente, et ainsi de suite. 

C’est sur. ces rapprochemens qu'est fondé l'excellent 
Mémoire de Lagrange sur la transformation des frac- 
tions ; on y trouve les moyens d'obtenir les nombres b, c, 
b', c',etc.; mais comme il ne contient pas toute la théo- 
rie des fractions continues, j’ai cru devoir encore pré- 
férer le texte de ses Additions à l'Alrèbre d'Euler, 
qui, plus complet , se lie d’ailleurs mieux avec les di- 

Compl. des Elém. d’Alg. 19 * 
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vers ouvrages où l’on traite des fractions. continues. 
Les lecteurs que cette matière Ben intéresser auront à 
consulter; :. . 

Les Œuvres de P Mes 

: Descriptio automati Dlanétar Œuvres d’ bas 

L'Introductio in Analysin ea d'Euler; 

Plusieurs Mémoires de l'Académie de Pétersbourg 
(Anciens Comm, tom. IX et XI; Nouveaux, tom. IX, 
XI et XVIIT; hotes 1779, lr° paftié): à 

Ceux de l'Académie de Berlin (années 1767, 1768, 
1769 , 1776) ; 

Ceux de l’Académie des Sciences de Paris (année 
1772, I°° partie); 

Le 2° volume des Elémens d'Algèbre, d'Euler ; 

Les Opuscula analytica , d'Euler'; 

Le Traité de la. Résolution des Equations numéri- 
ques, de Lagrange ; 

La Théorie des Nombres, de Legendre; 

Et enfin le 5° cahier du Journal de l'Ecole Poly- 


technique. 
Notions générales sur l'Analyse indéterminée. 


145. Lorsque l'énoncé d’une question fournit moins 
d équations que d'inconnues, cette question est indéter- 
minée , parce qu'elle est SAC PS d'un nombre infini 
dé:’solutions. S'il s'agissait , par exemple, de trouver 
deux nombres dont la somme fût égale à 10, on aurait 
l'équation 

TH Y — 10, 

et quelque valeur qu'on donnât à y,on en trouverait une 
pour æy mais en se bornant à ne prendre pour l’une 
_et l’autre de ces inconnues que des nombres entiers 
positifs, il est évident qu’on ne peut avoir que les neuf 
solutions suivantes : 
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# 0 a 5,8, TA TES Gp, 8100, 
y = 9, 8, 7; 6, Ds 41002, 11, 
et les quatre dernières ne doivent FR être regardées 
comme différentes des quatre premières, puisqu'il suffit 
de changer x en y potr rendre celles-ci identiques avec 
les autres. 

L’exclusion donnée aux nombres négatifs et fraction- 
naires ne limite pas toujours le nombre des solutions 
des problèmes indéterminés ; maïs il faut souvent re- 
courir à des artifices d'analyse très remarquables , pour 
ne tomber jamais que sur des valeurs entières et posi- 
tives des inconnues. 

L’équation du premier degré à deux inconnues peut 
être représentée par 
à ax + by — 
a, b, c étant des nombres entiers donnés. Il faut que 
les deux premiers , & et b, n'aient aucun facteur com- 


mun, à moins que ce facteur ne le soit aussi du troi- 
sième., En effet , si l’on avait 


a == km, b — kn, 
il en résulterait 


kmx + kny—c ou mx<+ny= = 


et il serait par conséquent impossible que x et y Fus- 
sent des nombres entiers, si c n’était pas divisible par k. 
L'équation ax + by — c ne demande aucune prépa- 
ration , lorsque l’un des coeëfliciens a ou b est égal à 
l'unité; car soit a —1, on a sur-le-champ 
x = C=by, 


et ne prenant pour y que des nombres entiers, onn'en 
trouvera non plus que de tels pour x. 


i46. Oécupons-nous donc du cas général , et suppo- 
19 . 
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sons que dans l'équation ax + by —=c, on ait a< b. 
Soit ma le plus grand des multiples de a que puisse 
contenir b, en sorte que b — ma +- r, r étant moindre 
que a, il Éd 

ax + may -Hry=c, ou ax Em) ec. 
Faisons x + my—=t, nous aurons 

ry+at=c. 

Si r était l'unité, la question serait résolue, car on au- 
rait alors les équations 


æ+my=t et y+ai=c, 
desquelles on tirerait 
T—i— my, Y—=c—ai,. : 


qui donneraient par conséquent des nombres entiers 
pour æ et y, en prenant de pareils nombres pour f. 
Si r surpasse l'unité, nous aurons, à cause der <a, 


a=mr+r, 


mr étant le plus grand multiple de r que puisse conte- 
nir a; et substituant cette expression dans ENTRE 
Ty + at —=c, nous trouverons 


ry+mrt+ri=c, ou ED ASE 
nous ferons SPAS ce qui donnera 
r'ÉH ru = c: 
nous aurons donc les équations 
xHmy=t, y+mt=u, rt+ru=c, 
qui, sir—1, donneront | 31 
x—t— my, y—=u— mt, t—Cc—Tu; 
et prenant pour # un nombrelentier, on en déduira 


aussi des valeurs de #, de y et de x, en nombres’entiers. 
. [4 " , ., e r 4 19 
Si r’ surpasse l'unité, il faudra opérer sur la dernière 
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équation; rt+ru= c,comme sur les précédentes ; ; et 
pe r' ést. < r, On aura 


A s, , r=mTr Hi", 


m'r' étant le plus grand multiple de 7’ que puisse con- 


tenir r. Par cette expression, l’ savatipp É Ua +ru=cse 
changera en 


(mu) + re UT 
faisant t Æ m'u —#v, on aura À 
r'ubrv=c, 


et dans le cas où r” serait égal à l’unité, il en résulte- 
rait les équations 


x+my=l ; y+m't=u , tm'u=v, u+rv—= C, 
dont on tirerait 
—=t—my, y=u—-mt, t= v—m"u AR  — or R 


valeurs qui seront toujours entières, si v est un nombre 
entier. 

Il est facile de voir que ce procédé conduira néces- 
sairement à une équation dans laquelle l’une des incon- 
nues aura l’unité-pour coefficient , car les valeurs de 
r,1,1",..... sobtiennent par la même opération que 
celle qu'il faüdrait faire pour trouver le plus. grand 
commun diviseur des deux nombres b et.a,.et qui don- 
nerait pour dernier résultat l'unité , puisque, ces nomr- 
bres sont Des entre eux. En effet, dans. la site 


des expressions : | s Auou G {19 Y 


b=ma+r, Dr eh RES fnir SET Héron 
r est le reste de’ me de b par a, r' celui de la 


division de « par r, r celui de la division der par r/, 
et ainsi de suite. 
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147. Je prends pour premier exemple cette question : 
Quelqu'un qui n’a que des pièces de, 5 fr.let des pièces 
de 24, se propose de payer une somme de 109 fr. ; com- 
bien doit-il donner des unes et des autres ? 

Soit x le nombre des pièces de 5 francs ; ds (cet des 
pièces de 24; il viendra 


tee EE 1095, À 
on aura dans ce cas | 
G =D, b=a4, € TON) 
et Jon trouvera . | 
M—=A, T—=4, m'=1, po n 
éé qui donnera | 
| FL AE y +i=u, t+ {ui 68 "0? 
d'où l’on déduira PER OEM De uthir er 
ÿ RE A PER AR ET 7 | 
remontänt de ÿ rate: de t à iceiles de 3 et Ad x on 
trouvera enfin | EE 
FE y=5u— 109, pe ul 


li à. Ste À 


Pour ne’liter de ces valeurs que des résultats! positifs sil 
faut he prendre pour w que des nombres tels, qu'on ait 
5u°> "169 et o4u.<< 545 ; ces nombres doivent donc 
‘êtré éompris entre !21 et 545 | c’est-à-dire 21 et 23;il 
n'yenapar D nent di ‘4 seul , savoir, 22, En sup- 
posant u7—=122;; on : 4 


8 DURS € 
et + if 


‘et, en effet, 17 pièces de 5 fn font 85’ flancs sa, 
ajoutées avec 24, donnent 109. at, 


Î 
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La quebtion ci- dessus revient 4 pärtager le nombre 


109 en déux parties , | dont l'une Soit divisible par 5 
et l'autre par 24; et ce cas particulier est. remarquable 
en ce- que. le problème est déterminé et n’a qu’une 
seule solution, lorsqu' on exclut les nombres fraction- 
naires, et les no rés négatifs : il n° en est pas de 
même de la question suivante. 


148: Quelqu'un achète des chevaux ét des uk $ 
il paie! les uns 31 piècés de 5 francs chaque; et les 
autres 20} et 1l se trouve que le prix total déS bœufs 
surpasse, da de Riot celut des DEL combien pou- 


UAITS 


D 19 


proies ou ao yes 75 ln su 
dans le cas s actuel, on AE 
at 20, Dé ak GE=1 © 0h agllo) 


et il en résulte par conséquent 


mer, es et LU m1 > T= #9, me mt 
| nn LA met NÉE mb MONS 

te D L'ORES ALE19 IQ HO 
ue DAS Lo 


T—y—=t, y—t=u y UV SU AVE 
et il viendra en dernier liéw + »s 


« 


} ‘ : Wir 2 ann : Hiver ge \» “pdish 


ce qui donne, en remontant aux valeurs de J et de x! 


v—=7 +0, eh Le 1e 155 au, 
y=65+20w, x = 98 +31w: ! | 


Rien ne limite ici les valeurs dé x et celles de y, qui 
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sont, positives , lors même qu’on donne à w les valeurs 
négatives —8,—2, 1; etsi l'on fait successivement 


f ! 


W= —3,0on trouve y ee 7 D UM ES, 
LL» D — 93  — 56 #* 
= —i1 .n. = 43 = ,67 
ie a A ET ET 
de 1 — 83 — 129 
VTT 2 + ENS ê — 103... —= 1160 
= 3 «MT 4 do: 
tic BEC Ever €) r etc. etc.- 


ÿ 


Les valeurs de : y et cêlles ses x font, comme l’on voit, 
deux progressions par différence ; Fe la progression 
relative à y, la différence est égale au coefficient dex, 
et dans la progression relative à x, la différence est 
égale au coefficient de‘y. Il'est Bla de s'assurer que 
cette circonstance a toujours lieu; il suflit pour sie 
de remonter des valeurs générales de v,u,t (146), 


celles de x ët-de y; mais on tva le voirencore ns 
simplement. 


+! 


.-149.'Si l'on connaissait à priori, ou. qu’on eût trouvé 
par hasard, une solution d’une équation indéterminée, 
on pourrait en obtenir une infinité d’autres , ainsi qu il 
suit, Soit x —«, y— 8 les deux valeurs données: oh 


auça-par\hypothèse- ; 1; —i;_w 42% 


La FR 


aa, + BB scsi bonté tbaten 


retranchant cette équation de la proposée ax TE a 
il viendra 


| a à +5y = 9 = 


d'où le on tireraL. à. 


IH e 4 }\ ia ECC EE 
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mais puisque les nombres aetb soñt premiers entre eux, 


bei 
la quantité = = (8- —— y) ne peut être entière, à moins que 


— y ne soit un multiple de &, condition qu’on rem 
ur en faisant 8 — y — pa, p étant un nombre quel- 


conque : par Ce moyen, on aura, pour déterminer x et 
2 les déux équations 


-T—a—=pb, — y— pa, 


qui donneront 


PEL Y=Ê— pa, 


Ces expressions prouvent d’une manière très simple que 


les valeurs de x et de y doivent former des progressions 
par différence, telles qu’il a été dit plus haut. 


150. La théorie des fractions Ar Pr tes po 
la solution immédiate de l’ équation ax — OV pe à 
car si l'on suppose d’abord ç — 1.,.que l'on Fra 


. € j . e , LA 
la fraction — en fraction. continue , et qu’on représente 


b 
par © la fraction convergente qui précèdé la propo- 
sée, on aura (198) 
an—bm—=+#t1; 


puis multipliant les deux membres de cette equation 
parc, on aurà FR ;9 ft 

«tt-h goût: cn + Dome". 
Ainsi on pourra prendre + — cn; y — cm ; on aura de 
cette manière deux multiples de a et de H qui di iffére- 
ront entre eux de la quantité donnée Æ c. 


151. La méthode exposée n° :146 est générale , et 


208 17 COMPLÉMENT | 


s'applique à quelque. nombre d'équations que ce soit. 
Voici un exemple qui en présente troisé trouver un 
nombre qui, étant divisé par 2, ‘donné. pour reste +, 
étant divisé par 3, donne pour. resta 2, et; étant divisé 
par. 5 ,.donne pour reste 3.. Soit, N Le, nombre. chet- 
chée, etx, Ph Zindes, quotiens, respectifs . qu'il.donne 
lorsqu'il est Mines par 2, par 3.et par,5 ;:äl suit de 
l'énoncé ci- dessus ,que 


N—=ox +1, © N—3y+o, N—= > 52 +5; 


NA re 


équations qui se réduisent immédiatement à 


22 +12 8y + 0, eu 
ou à. HiXD::4 
27 3, By— Bai MAS 


‘On résoudra d'abord la première de celles-ci comimé 
si elle était seule, et l'on trouvera St ST LS 


: Ls 
Ji 


VE -a 2 Bis 113: 
substituant la valéur de y dans la seconde, elle deviendra 
si: ro'ap 19 984 loge se jp lt 1e OMGoET 
nouvelle équation qu’il faudra résoudre ;.on en tirera 
32—t=u, —Su+ir4 M : 
et par conséquent 
z=œu—+tt, = Su +,4. 
En remontant aux valeurs de z, de y ebde:x, onaura 
z—6uté, y—ioud7,uæ—1bu+ai, 


et l’une des équations PEORP4f# sÙ sr: 0 rh 1; par 
- exemple , donnera 


_N = 3ou 4 23, 


;La plus petite valeur ‘que puisse avoir 2V s'obtient en 
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faisant u—0; il vient alors N= 23, nombre qui , étant 


sa ar2, par. 3, et par 5, donne en effet pour restes 
» 2 2 
‘Cet exemple) qu oïque fort simple, montre assez coM- 
ment il faut opérér dans les cas plus compliqués. Le 
lecteur pourra s'éxercer éncore sûr les deux équations 


°8% + Sy 72660 à ot 2By + 492 = 772900; 
il trouvera, en éliminant : z, cette équation | 
122€ + 10y — = 1000, 


qu on simplifie en divisant tous ses termes par 2,et 
qui donne 


6x + 5y = Boo. 
Faisant ensuite x+y—#, il vient 
x+5t—5oo, où &= 500 — Et, y 61500; 


mettant pour x et pour y ces valeurs dans la première 
des équations proposées , qui est la plus simple, on 
aura - à ER ap: 
| 72 + 1bt — 1560: 


en résolvant cette dernière, on obtiendra 


1560 — 7u, 

15 — 3190; 
8860 — dau, 
35u — 7300 ; 


8 & & nc 
IHOI 


‘ét Von n'aura que deux solutions entières et positives, 
savoir, en prenant w—209 ét w== 9210, car u'doit 
être > et HR. 


bé Si: lbu avait une édngtiqui à Ft. inconnues , 
ax» by + cx —1d; "on passerait le terme cz dans 
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l'autre membre, et il viendrait Ti 
ax + by — d — cz; Li 
on ferait d—c2— c, et on n’aurait plus à traiter que 
l'équation ax + by =. Lorsqu'on serait parvenu à 
l'équation dans laquelle l’une des inconnues n’a pour 
coefficient que l'unité, on remonterait successivement 
aux valeurs de x et de y, en substituant d-—cz à la 
place de c’; et en supposant que v fût la dernière des 
inconnues auxiliaires (146), l'expression de x et de y 
renfermerait alors deux nombres entiers, et z, qu’on 
pourrait prendre arbitrairement. s 1 

Soit 5x+8y+y7z—5o; on a, d'après ce qui 


précède, 

5x + 8y —=150 — 72 = c’, 
et en faisant a—65, b—8, on trouve 
ml, RES GSTNE= Li MES A! m'=1, = 1, 
ce qui donne “1 

zH+y=t, y+i=u, t+u—=y, u + av —=0c", 
d’où l’on tire Hoi il 
u—c'—9v, t—3v—c, y—2c—5v, x—=8v—53c", 
et remettant pour c’ sa valeur, on a enfin 
Y —=100 — 142 —5Y, x—8v+921z—i1bo, 


expressions dans lesquelles on pourra prendre z etw ar- 
bitrairement, maïs de manière cependant à ne donner 
pour x et pour y que des valeurs positives. », 


153. La difliculté de trouver des solutions, soit en- 
tières, soit au: moins rationnelles, dans les problèmes 
indéterminés qui passent le premier degré, est beaucoup 
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plus grande que celle d'obtenir des nombres entiers 
dans les problèmes de ce degré; c’est pourquoi je ne 
m'arrêterai que sur un petit nombre de cas les plus 
simples. 

Je m’occuperai d’abord de l'équation 


py = a + bx + cx°+ dx + ext... Lhxm, 


dans laquelle y ne passe pas le premier degré, et qui 
donne 
| __a+bx + ce + dx... .+ ha 
nue stp cuit NE 


Il est facile de voir que lorsqu'on connaît une seule 
solution de cette équation, on en peut trouver une 
infinité d’autres ; car si la supposition de x—« rend 
la quantité 


a+bxz+cx+dx....+hx" 


divisible par p, tous les nombres compris dans la for- 
mule æ + np jouiront aussi. de la même propriété, 
puisque par leur substitution, au lieu de x, la quantité 


a + bx + cx° + dx? + etc., prendra la forme 
a + ba + ca? + das + etc. + Anp + Bn°p° + etc., 


et que la partie a + ba + ca? + da’ + etc., est divi- 
sible par p, d'après l'hypothèse. 

Ce qui précède prouve encore que si le problème 
proposé peut se résoudre en nombres entiers , il y 
aura nécessairement une ou plusieurs solutions entre 


P ét a car si & était hors de ces limites, il serait 
2 2 

possible de prendre n de manière que « Æ np SY 
trouvât compris. Si par exemple, æ tombait entre 3p 
et 4p, mais plus près de 3p que de 4p, en prenant 
n — — 3, on obtiendrait un résultat moindre que 
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Ê. Il suit de là que pour tomber sur une solution , il 
suffira d'essayer pour x tous les nombres entiers com- 


p p 


pris entre — et —-, 
2 2 


Par ce moyen on s’assurera aisément que l'équation 


AE. À TBE GE 


n’est pas résoluble en nombres entiers, puisqu'on ne 
trouve que des fractions, en prenant pour x tous les 
nombres compris depuis “+ 4 jusqu'à — 4. 


154. On peut aussi prouver que l'équation 
py = a + bx + ox? + dx... hxm 


ne saurait, lorsque p est un nombre premier qui ne 
divise point a , admettre plus de m solutions en nom- 
bres entiers , par des valeurs de x prises depuis o jus- 
qu’à p3 et voici comme le fait M. Legendre ( Mém. 
de l’Académie des Sciences ; 1785). , 


Si & ést une de ces solutions , on aura 


a + ba + ca° + daÿ....+ han 
pa sa 


L'; 


n désignant un nombre entier, et par conséquent 

pa =a + ba + ca + daÿ....+ ha ;] 
retranichant cette équation de la proposée, on obtiendra 
py—pr=b(r—2)+0(a° 0) d( 2505). (aa), 
résultat qu'on peut mettre sous la pue) | 
p(y—n) (ex) eo d'athe/ x han) 


(Elém., 180). Or, aucune des valeurs de x ne pouvant 
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être divisible par p, tant que œne l’est pas, si l’on prend 
4, 8,y,etc., entre oetp, les quantités 8—a, y—«, etc., 
toutes plus petites que p, ne pourront se divièr par ce 
nombre ; le facteur x — « ne sera donc divisible dans 


aucur de ces. cas par p : il faudra par FR qué 
ce soit le facteur 


Ho PA d'a + ex. s.+ Ram, 
H résulte de là que l'équation, 
py = Db'+ c'x + d'a+ex... + han 
sera résolue par toutes les valeurs 8, y, etc.; et que si 
le nombre de celles qui résolvent la proposée était 


seulement m+- 1, la précédente en admettrait m. En 
descendant ainsi de proche en proche, on arriverait à 


conclure que l'équation py — a + bx devrait admettre 
deux valeurs entières pour x entre o et p, ce qui ne 
saurait être, puisque les valeurs de x forment une pro- 
gression dont la différence est p (149) : donc l'équation 


proposée n'en peut admettre que m au plus dans ces 
limites. 


155. Soit encore l'équation 


__a + bx + cx° + dr + ext + etc. 
ET PERTE Ca + d'x + ext L etc.” 


la plus générale de celles dans lesquelles une des in- 
connues ne monte qu'au premier degré. 
Si l’on fait 
a + bx + cx* + dx? + ext Æ etc. = p, 
+ b'x + c'x + d'a + ext + etc. = q, 


en éliminant x de ces deux dernières équations , on en 
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trouvera une de la forme 


A+ Bp + Cg + Dp°+ Epq +Fq" + ete. = 0, 
entre p et q. Mais par hypothèse, y=À, ou ps 
substituant cette valeur, l'équation précédente deviendra 
A + Bqy + Cq + Day + Eg°y + Fq° + etc. —0; 


tous les termes étant alors divisibles par g, excepté le 
premier À, il faudra que celui-ci le soit également ; sans 
cela x et y ne pourraient pas avoir des valeurs en- 
tières. On cherchera donc tous les diviseurs du nombre 
A; en les désignant par «&, 8,7, etc., et en les pre- 
nant successivement pour g, on aura les équations 


a = € + b'x Æ c'x + etc. , 
B—= à + b'x + c'x? + etc., 
ici 
desquelles on cherchera lés racines entières, et celles de 


ces racines qui rendront p divisible par g résoudront la 
question proposée. , 


156. Voici un problème très simple qui se rapporte 
à l’équation précédente. Trouver deux nombres tels 
que st l'on ajoute leur produit à leur somme, on ob- 
tienne 79. Désignons ces nombres par x et par y, 
l'équation à résoudre sera 


+ y + LY = 79; 


et prenant la valeur de y, nous trouverons 


és —— me 


en faisant là division. Le dernier résultat montre que la 
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question proposée sera résolue en prenant pour + + 1 
les diviseurs de 85, qui sont 
1; 2; 4, 5, 8; 19; 16, 20, 49, 80, 
et qui donnent respectivement | 
& LA GARE PM dat Hoi MO He AE Te ee 79, 
Y —= 79) 095019; ROM AMIS E 1,  O(*), 
157. Je passe à l’équation 
a+bx+cy+dr+exy+fy =o, 
où les deux inconnues montent au second degré ; en la 
mettant sous la forme 


À ex + © a + bx + di? 
Sfar Cr À RUE CR RE CU 
on en tire 
ete; VGrHe) —4f{a+bx + dx) 
is AN De of . 
ou, ce qui revient au même, | 
ofy +exz +c—=+t V’ex + c)—4f(a+bx + dx). 
En développant et ordonnant par rapport à x la quan- 
tité soumise au radical, on lui donnera la forme... 





ES 


(*) On résoudrait de même cette qu tion : 7rouver un rectangle 
dont le contour et l'aire soient exprimés par le mémé nombre ; 
car en nommant x et y les côtés contigus de ce rectangle, on aurait 

2XH2Y = xY ; | 

équation dont les solutions entières et positives sont x=y—4, 
x=3, y—6. Le contour et l'aire sont exprimés par 16 dans le 
premier cas, et par 15 dans le second. Plutarque avait en vue cette 
propriété des nombres 16 et 18, lorsqu'il disait, dans son Traité 
d’Jsis et d’ Osiris, que ce sont les deux seuls 2ombres plans dont les 
périmètres sont égaux à leurs aires; ilajonte que les pythagoriciens 
avaient en aversion le nombre 17, parce qu’il sépare 18 de 16. (O£u- 
vres morales de Plutarque, traduites par Ricard , t. XVE, p. 104.) 
On voit ici un exemple des idées ridicules que les anciens attachaient 
aux propriétés des nombres. 


Compl. des Elém. d'Als. 20 
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m + nx + px”, dans laquelle 

c'— Aaf—œm, 2ce—4bf—=n, &— Adf =p. 
Si l’on ne demande pour x et pour ÿ que des‘ nombres ra- 
tionnels, soit entiers, soit fraétionnaires , la difficulté 
du problème se réduira à trouver des valeurs de x qui 
rendent la quantité m + nx+-px° égale à un quarré 
parfait ; et ce quarré étant désigué par #?, on aura 

2fy +ex+c=tt. 

La résolution de l'équation m + nx + px? = #, 

conduit à 


2=— + Vn=— 4pni + dpi : 


2p 2p 
px + n= LV 4pe + n° — 4pm; 
faisant 4p = À et n° — 4pm = B,, on aura 


opx n—=+y AP +B. 
Par ce résultat , la question est ramenée à déterminer t 
de manière que V/ AB soit un quarré; car ce quarré 
étant u*, les deux inconnues x et y ne dépendront plus 
que des-équations du premier degré’, 
ofy+ez+c—=t, 9px+n=u, 

dont les coefficiens c, e,#, n et PS sont rationnels, ainsi 
que les quantités £ x ue 

La détermination def, par la Condition énoncée ci- 
dessus, où, ce qui est la même chose, la résolution de 
l'équation u—=ÿ 41° + B en nombres rationnels , ren- 
ferme, en général de grandes difficultés. L’un des cas les 
plus simples a lieu Ha A est un quarré ; en répré- 
sentant ce quarré par 4°, on aura | 


UL La PE 4 


et supposant u—at+y, il viendra ES 


OÙ 
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at + v=Y PL BR; 
quarrant les deux membres et réduisant, on trouyérà 


gdavt + WP — B, 


1 


_. 


” ; 


et par conséquent 





prenänt pour # un nombre rationnel, t deviendra un 
nombre rationnel, ainsi que z, et il en sera de nie ns 
de x et de y. 

Lorsque B est un quarté représenté Dir £°, l'équation 
proposée se résout encore avec la même facilité que 
tout-à-l'heure , en supposant u = vt + 8, ce qui donne 


(EH E) == AP + 6, 
équation qui se réduit à 
y LH 9Bvt — Al, 
ou, en divisant par #, à 
v°t + 28v — At, 
et d'où il résulte 
LL By 
A 
Enfin si la quantité AP B peut être décomposée en 
deux facteurs rationnels, &t +8, «’t+ 8’, en sorte 
qu’on äit 


1 


Cat+ 8) (xt + E)=AP+B, 
u = v(at +8); 


on fera 


on en déduira 
va (at + 8) = (at +8) (at + €); 
supprimant le facteur commun at + 8, on trouvera 


at+e)=xt+e et Sp mur lt 
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158. Quant on connaît une valeur rationnelle de £, 
on peut en déduire facilement une infinité d’autres qui 
satisfont à l'équation proposée. Pour le prouver, soit æ 
la valeur donnée de t, et & celle de z qui en résulte; 
on aura 


B =V A + B,-ou E—A#+B; 
retranchant cette équation de u°= At + B, il vient 
u— B— A(t—a), ou uw = A(F — &) + EE. 
Mais si l'on fait u—(t—«)v +8, il viendra, après 
l'élévation au quarré et la substitution dans l'équation 
précédente , 

V(t— a) Hopv(t— a) = A(P— a); 
divisant tout part —«*, on trouvera 

(G— a) +28v— A(t+ a), 
d'où l’on tirera 


20v — Aa — ay? 


ee 


À ms NV? ? 


formule qui donnera des nombres rationnels ‘pour #, 
lorsqu'on en prendra de tels pour w. 


frs 





159. Il est facile de faire autant d'applications qu’on 
voudra des formules ci-dessus, c’est pourquoi je me 
bornerai aux suivantes : 7'rouver deux nombres x.et 
y, tels que la somme ou la différence de leurs.quarrés 
soit égale à un quarré donné 8°: Les équations à ré- 
soudre sont 

+ TL? — B?, ÿ— x? — £?, 
et conduisent à 
Y=VE—S, y=VE+*, 
expressions qui se rapportent immédiatement au second 
cas du numéro précédent. On fera y=—Wwx—8, ce qui 
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donnera pour l’une 


(vx —:8)", 
et pour l’autre : 

(vx Lies) TO 8? + x?. 
En développant ces équations, on tirera de la première 
: 2Ev 
v? +1 

28v 

RAC 1 2 


2 2 
EX; 


Î 


L— 
et de la seconde, 


a— 
— 





substituant ces valeurs dans celle de y, on aura 


assignantensuite des valeurs rationnelles à B et à v , on 
en obtiendra pareillement de telles pour x et pour y. 


Si l’on prend Pre: les équations proposées de- 
viendront | 


Ha =05,, y — x — 05; 
on aura dans la première 
1 104 Bi) 
e + 1° ET PU D 
dans la seconde it 
| 1Oÿ . ._ 5(v+1) 


v?—1 Vi — 1 








Li 


On ne peut supposer = 1, car l’une des expressions 
de y donnerait alors 5, et lébue re 12; mais en faisant 
successivement v =92,v—3,v— }\ , 14 les solutions 


de la première ter seront 


D 4, 2 = 4: x = 4, etc. , 
À à SAR TA 
ÿ = 3, Y= 4," y — 7, etc., 
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et celles de la seconde, 


A {pa BE sh 20 — os 

LL 3) TS, (NS, CelC., 
es RS PAR: | PAIN: 

I = Y = Gr Y —= 15» El. 


On ne parvient point à des nombres entiers dans cette 
dernière, lorsqu' on ne donne que des valeurs entières 
à y; mais si l’on fait y — ©, il en résulte 


Tr 1x deit y= 13: 


Rien n’est plus facile que de résoudre la seconde ques- 
tion en nombres entiers lorsque B° est impair ; car la 
différence entre le quarré de a et celni de a + 1 étant 
oa +1, il suffira de poser l’équation 


20 1= RP, 


de laquelle on tirera 


et prenant x =a et y—a +1, il en résultera 
| ÿ— x = L?. 
Dans l'exemple proposé, où £&— 25, on trouve 
QG = = 12, 
et par conséquent 
| DSi et: y—198, 


comme ci-dessus. 


Il est bon de remarquer qu'on peut supprimer Îles 
dénominateurs des valeurs de x et de 7 sans changer 
leurs relations. 


Pour la première question on trouve 


2 = )9Ëv, 7 —=E(— 1), 
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et la racine de la somme des quarrés de ces quantités 
devient | 





B(v? +1). 
Si l’on écrit = au lieu de v, il Léa chi 
.__ 28m _ 8(m — 7) 
PAR PRIRENT TE 
et 
Ba) SET 


\}e 


On fera disparaître les dénominateurs de cette. formule 
en prenant 8 =», et il viendra 


T—9mn, y—m—n", 
d'où x°+ y = (m°+ n°)’. On trouvera des résultats 
analogues pour la seconde question (*). 
Je ne pousserai pas plus loin la résolution des équa- 


tions indéterminées : ceux qui voudront s'appliquer en 
particulier à cette branche d'Analyse, pourront con- 





(*) Ces formules, qui sont très simples, donnent tous les 
nombres entiers qui peuvent mesurer des côtés de triangles rec- 


tangles.. 
Le rapport des côtés de l'angle droit, ou la tangente de Pun des 


angles aigus , a pour expression 








1 


A hero 
2v 
d’où il suit que ces triangles renferment des angles de toutes les 
grandeurs. (Voyez les Tables de S'chulze, tome IE, p. 308. LE 
Il est visible , par la formule 





quep == tang 2 X, À représentant-l’angle opposé am côté x, 
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sulter les Mémoires de l’ Académie de Berlin, ann. 176 9, 
et le 2° volume de l’Algèbre d’Euler ; ils y trouveront la 
solution complète de l'équation u = 4 + B, par 
Lagrange , et beaucoup d’autres recherches non moins 
intéressantes. | 


Des propriétés des nombres. 


160. Les nombres, considérés en eux-mêmes, indé- 
pendamment de,tout système de numération et de toute 
question particulière , ont des propriétés très remar- 
quables ; plusieurs sont relatives à leur divisibilité les 
unS par les autres ; telle est la proposition qui termine 
le n° 16, et dont voici la preuve, « 


Soit z un nombre premier, » un nombre non- divi- 
sible par n ; le produit »p divisé par n laissera toujours 
des restes différens , tant que p sera < n. 

En effet , soit 


p—=E£En+r, pp =ÆEn+r, 


Æ et E” désignant des quotiens entiers de la division 
des produits »p et »p° par n, et r un reste qui soit le 
même pour ces deux opérations ; on aufa, en retran= 
chant la première équation de la seconde, 


» (pr p) bn Flu Ets 


LE 


»p' — YP — (E° er En ; d'où 


et comme » n’est pas divisible par z , il faudra que 
p—p le.soit.(Ælém., 97), ce qui ne saurait arriver 
tant que p et p' sont € 7. 


161. On possède aussi plusieurs théorèmes remar- 
quables sur la décomposition des nombres en puissances 
parfaites. Bachet de Meziriac, qui commenta le pre- 
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mier avec succès l'ouvrage que Diophante nous a laissé 
sur l’Arithmétique , ou plutôt l'Analyse numérique, 
remarqua qu'un nombre quelconque est toujours ou un 
quarré, ou la somme de deux quarrés, ou celle de 
trois, ou enfin celle de quatre au plus. 


10, parexemple, est la somme des deux quarrés 1 et 9; 
24, celle des trois quarrés, 4, 4 et 16, 
59, celle des quatre quarrés, 1, 4, 9 et 25. 


Cette proposition fut démontrée ensuite par Fermat, 
Vun des plus grards géomètres dont la France s’honore, 
et qui enrichit de remarques le commentaire de Bachet ; 
mais l'écrit où il se proposait de réunir les grandes dé- 
couvertes qu’il avait faites sur la théorie des nombres , 
ne nous est point parvenu, et la propriété précédente 
n'était qu'un simple faitprouvé par l'expérience , jus- 
qu'à ce que Lagrange l’eût démontrée en 1770, dans 
les Mémoires de l'Académie de Berlin. Euler a prouvé 
cette proposition d’une manière un peu plus simple, 
dans la deuxième partie de l’année 1777 des Actes de 
l'Académie de Pétersbourg (”). | 

ÆEn 1770, Wilson fit connaître la propriété suivante 
des nombres premiers : Sz n désigne un nombre premier 
quelconque , le produit 1.2.5...(n— 1), augmenté de 
l'unité, sera divisible par n. 


Par exemple, soitr—7,ona 
140... 4(n—5) #r9.9:409.6 — 720; 





(*) Fermat avait joint à cette remarque celle que tout nombre 
pouvait étre ramené à la somme de trois nombres triangu- 
laires, ou cinq pentagonaux, et ainsi de suite. (Note de la 
page 196.) Cette dernière partie de son beau théorème a enfin été 
démontrée par M. Cauchy. (Voyez le Supplément à l'Essai 
sur la théorie des nombres , pax M. Legendre, p. 15.) 
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en ajoutant l'unité , il vient 721, qui, divisé par 7, donne 
103 pour quotient, et il s'ensuit que ce même nombre, 
divisé par tous ceux qui précèdent 7, à partir de 2, 
laisserait toujours pour reste l'unité. C’est encore Las 
grange qui démontra le premier la vérité de cette 
proposition. (Mémoires de l Académie de Berlin, an- 
née 1771.) (*)* $a 

Il est bon de remarquer que les propriétés dés noni- 
bres correspondent à des questions d’ Analyse indéter- 
minée; celle que nous avons citée la première revient 
à prouver que l'équation 


+ x +y Hz = 4 
peut toujours être résolue en nombres entiers, quelque 


nombre entier que l’on prenne pour 4; la seconde pro 
priété suppose que dans l'équation 


1.2.3,.,.(n—1)h1—=nx, 


æ est toujours un nombre entier, lorsque # est un nom- 
bre premier. 

Il serait impossible, sans sortir beaucoup des ldi- 
mites où je dois renfermer cet ouvrage , de développer 
ici les démonstrations des théorèmes «que je: viens 
d’énoncer ; mais pour donner une idée de ces recher- 
ches, je vais exposer, d’après M. Gauss, la théorie des 
restes que laissent les puissances d’un nombre, lors- 
qu’on les divise par le même nombre premier, et qui 
conduit au résultat annoncé à la fin du n° 57. 


162. Soit, par exemple, la suite 
14,10, 27, 01, 949, 720 6I0, 


formée des puissances du nombre 8 , et qu'on divise 





(*) Voy: aussi mon Zraité du Calc. dif. et. du Calc. int, , 
tom. III, pag. 
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chacun de ses termes par le nombre premier 7, on 
aura les restes 


1; gris, 6}+<4, D; À etc. 


où l'on voit revenir, après 6 divisions, le premier 
reste 1. Dans cet exemple, la période des restes em- 
brasse tous les nombres inférieurs au diviseur, ce qui , 
dans d’autres cas, n’a pas lieu. Dans la progression 


USE 4, 8; 10; 02," elt.; 


par exemple, les restes de la division par 7 étant 
seulement 


M dite à ner dr c 6e à 


reviennent après trois divisions , nombre qui est divi- 
.seur de 6, c'est-à-dire de 7 — 1. La généralisation de 
ces remarques donne les théorèmes suivans. 

Dans la suite des puissances 


2 3 
L , &, €, Lys. 


il existe, outre le premier terme, un terme a‘, qui, 
divisé par un nombre p, premier à la base a, laisse 
l'unité pour reste, t étant moindre que p. | 

C'est-à-dire que, Æ désignant un nombre entier 
quelconque , on a HR: 

a! — Ep + 1. 

Soit en général Mg" — Ep + «; en donnant à m un 
nombre de valeurs égal à p, on doit rencontrer au 
moins deux fois une même valeur de «, puisque « est 
un entier << p. Soit donc m’ la valeur de m, qui donne 
cette répétition, et Æ’ la valeur de Æ, qui lui corres- 
pond’, on aura 


a" =Ep +a, 


A ARE Me: ri l 
aV=Ep+a, } d'où a"_a"=(E£E"-E)p=a"(a" m1) 
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mais comme a n'est pas divisible par p, a” ne le sera 
É ; 

pas non plus ( Ælém., 97); et puisque (£'— E)p 
l'est, il faudra que a" 1 le soit : donc a" — 1 
est de la forme Ep, et a" de la forme Ep + 1. 

Il est visible que m'— m <p ; en partant du premier 
terme 1— a°, on rencontrera donc le terme a"7”, 
avant d’avoir atteint l’exposant p. 


Par exemple, dans la progression 
3 
PS PE UE MR 2 
on a 2— 4096, qui, divisé par 13, laisse 1 de reste. 


103. En partant du terme a'= Ep + 1, on trouve 


CN SO ER EUR 

ati Ep + a, 
Fa Ep + a # 
tS— Ep + a, 


etc. ; 


d’où l’on voit que les restes reviennent les mêmes, que 
ceux des puissances a, a°, aÿ,,... jusqu à @!7! inclu- 
sivement; ainsi tous les restes que peuvent fournir les 
différens termes de la suite se présentent dans l'in- 
tervalle 


3 


1, C4 LOS SUR 


On peut encore voir immédiatement que. le térme 
ant est de la forme Æp +1; car en faisant a ER +1, 
on trouve 


a=—(Ep+1)=E"p". np sal pis 
ce qui reyient à la forme indiquée. 


164. En classant par périodes, dans lesquelles red 
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viennent les mêmes restes , la suite des puissances d’un 
nombre, ce qui précède fournit le moyen d'obtenir les 
restes des puissances très élevées; car si l’on demande, 
par exemple, dans la progression 


3 3 


le reste de la division du terme 8'°% par 13, on cher- 
chera d’abord à quelle puissance on a l'unité pour 
reste en divisant par 13, et l’on trouverait 27 ou 3 ; 
on aura par conséquent ainsi de 3 en 3, l’unité : di- 
visant donc 1000 par 3, le reste 1 marquera le rang 
que tient 5'°% dans la période , et qu’il laisse le même. 
reste que 3'; donc ce reste sera 3. 


Tout ce qui précède supposé seulement que p soit 
premier par rapport à a: ce qui suit ne s'applique 
qu'aux nombres absolument premiers. 


165. Si p est un nombre premier qui ne divise point a, 
et a le terme du plus petit exposant, pour lequel on ait 
at— Ep +1, l’exposant t sera ou p—1, où un divi- 
seur de p —1. | 


On a déjà vu que t ne peut surpasser p — 1 ; il reste 
à montrer qu'il doit diviser p— 1. 


d D 
Soient d’abord 1, æ&', «", etc., les restes des termes 


_ 


2 1. 
1, €, de. QT; 


le nombre de ces restes n'étant égal qu’à t, ils ne 
comprendront pas tous les nombres 1 ,2,3,...p—1, 
dans le cas actuel, où l’on suppose << p—1 : ils sont 
d’ailleurs tous différens, puisque s’il y en avait deux 
pareils pour deux termes a”, a”, antérieurs au terme 
a! , il s'ensuivrait que a"— a" = a" (aï" — 1) serait 
divisible par p, ou que a"=", divisé par p, laisserait 
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l'unité pour reste, cé qui ne peut afrivet dans l'in- 

tervalle de 1 à a’. | | 
Soit 8 un des nombres de la série 1,2,...p—1,non 

compris dans la série 1, &’, æ”, etc.; si l’on multiplie 

chaque terme de celle-ci par 8, on formera la série 


B,, #8; a", etc., 
dont la division par p conduira à une nouvelle série 
de restes que je représenterai par 

8, k, &", etc., 
tous différens , 1°. entre eux, 2°. avéc les restes 1, «”, 
æ', etc., dont « désignera un quelconque. 

La première assertion se prouve en multipliant par £ 
les deux équations 
am — Ep + œ, a” = E'p + a, 
correspondantes à deux termes de la périodé 1, d,... 
-.aT?; on aura 
Ba"— REp+ al,  pa"=REp+ag; 

or , si les nombres «8, «/B, divisés par p, laissaient le 


même reste £', il viendrait 


aB —= ep + &, 
dB8—= ep+ 6, 
d'où 
£a" = 8Ep + ep + 8, 
pa” — BEp + ep LÀ &, k 
Ca” — a") — (F6 — ER + d—6)p: 
et comme 8 n'est pas divisible par p, il faudrait que la 
” différence a" — a" le fût, ce qui est impossible dans 
l'intervalle de 1 à at. 4: 
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La seconde ässertion s’ appuie sur ce que si l’un des 

nombres de la série &8', 8”, etc., était le même que 

quelqu'un de ceux de la série 1, #, 4", etc., on aurait 
en même temps 


QM—Ep+a et 8a"—=86E'p+8x— E"p + a; 


or, cela ne peut être quand mm, parce qu'il en 
résulterait 


a RQ" = EE" )p, ou a"(a" 8) —(E—E")p; 


il faudrait donc que a" — 8 füt divisible par p; 
et comme le terme a"-"” ne peut laisser pour reste 
qu’un des nombres 1, &’, æ&”, etc.; il faudrait que la 
différence entre 8 et ce dernier, füt divisible par p, 
ce qui ne peut être, puisque tous deux sont moindres 
que p. | 

Si m' >m, on considèrerait alors le terme a+", qui 
laisse le même reste que a", et l’on aurait 

atm—ga"=(E —E')p, 
d’où 
Ca te SNRE —£g)=(E —E")p; 
or,t+m—m<t dans cette hypothèse; ainsi l'absur- 
dité est encore la même que dans le cas précédent. 

La série 8,7, 8", etc, n'ayant aucun terme commun 
avec la série 1, &/, «”, etc., elles contiennent ensemble 
un nombre 2{ de Rue 

Si ces termes n’épuisent pas les nombres 1,2,..p—1, 
on multipliera les termes de la série 1, é, de A, 
par y, l’un de ceux qui manquent, et l'on aura n 
nombre t de résultats, 


4 " 
Y, XV: 27Y» Eic., 
qui, conduiront à { restes, 


Ÿ; Ÿ'} V'; etc, 
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différens ; 1°. entre eux, 2°. avec les termes de la série 
1,4, a", etc., 3°. avec ceux de la série 8, 8, 8", etc. 

Les deux premières assertions se prouvent comme 
précédemment; la troisième se vérifie en observant 
que si l’on avait en même temps les équations 


ga" — Ep + &; 
* pe gras E' p pv £, ! 


il en résulterait, sim <m, 


ga" — yaw—=(E — Ep, 
a (Bar — y) =(E —E)p, 


Ba" — y serait par conséquent divisible par p; et 
comme: £a" "/ donne pour reste un des nombres de 
la série 8, 8°, etc., moindre que p, il faudrait que 
la différence entre un de ces nombres et +, aussi 
moindre que p, fût divisible par p, ce qui ne se peut. 

Quand m'>1m , on considère le terme a‘*”, qui donne 
le même que &”, et l’on a l’équation 


a" (DTA TE “at y) — (E — E') p e 
absurde par les mêmes raisons que la précédente. 


En joignant les £ termes compris dans la série +, 
V', etc. , avec ceux des séries précédentes, on a en 
tout 3t de nombres distincts, tous entiers, tous moin- 
dres que p. 

Si les nombres 1 ,2,....p—1},ne s’y trouvent pas 
tous compris, en prenant un de ceux qui manquent, 
on formera une nouvelle série entièrement distincte 
des trois précédentes, contenant & termes; et en con- 
tinuant, puisque rien ne s'y oppose , de procéder 
ainsi, il faudra bien qu’on épuise, par un nombre 
multiple de {, ceux de la série 1, 2,....p—1, qui 
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w’en renferme qu'un nombre limité 


: donc t sera un 
diviseur de p— 1. 





166. La quantité À # étant un nombre entier , si 


l'on élève les deux membres de l'équation 


= Ep + 1 
à la puissance marquée par ce nombre, il viendra 


t(p—1) Pie 
me Je arte (Ep Hi) T4 


tous les termes du développement de cette puissance ; 


excepté le dernier, qui est 1, seront divisibles par p ; 
ainsi l'on aura 


ai Ep+i, 


d’où il suit que le nombre aP—'— 1 est divisible par le 
nombre premier p lorsque a ne l'est pas. Théorème dû 
à Fermat, et qui à conservé le nom de ce géomètre. 


(Voy. ses Opera varia, p. 163). 


167. Il existe des nombres tels, qu'aucune de leurs 
puissances, dans les degrés inférieurs à p—1, ne donne 
pour reste l'unité, lorsqu'on la divise par p. 

Soient a, b, c, etc., les facteurs premiers de p—1 
en sorte que a*bc?.etc. — p — 1; on va montrer 
d'abord qu'il existe des nombres 4,2, C , etc., tels, que 


leurs puissances A, pi , Ce? , etc., sont celles du 
degré le moins élevé qui, däns la division par p, laissent 
1 pour reste , et ensuite que le produit 4BC , etc. de ces’ 
nombres es tel, que (4BC etc.) est écité de ses 
puissances du du le moins élevé, sur laquelle la di- 
vision par p laisse 1 pour reste. 


Compl. des Elém. d'Alg. 21 
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Comme depuis 0 jusqu'à p l'équation py = æ" += 7 
n’admet au plus que 77 valeurs entières pour æ (154), 

P'ÆxX 
il s'ensuit que si l’on considère la quantité æ # —1, il 
y aura nécessairement dans la série 1,2,3,...p—=1,un 
nombre qui, mis à la place de x, ne rendra pas 
p—1 ( 

x % —1 divisible par p. 








Ce nombre aura également la propriété de ne pas 
p—: 
rendre & ** = 1, divisible par p, car s’il satisfaisait 
dant. 
à Ja condition x ## —=1—= Ep, il satisferait aussi à 
p—I t2] : 


x 4 —1—£'p (163). 





px 





Soit g ce nombre; on aura g at — Ep + h®, 
Æ désignant toujours un entier; et en élevant à la puis- 
sance a* les deux membres de cette équation ; 
viendra 


= (Ep+h}t= Ep het, 
E' désignant aussi un entier. | 


Ainsi gt h% est divisible par p; mais par le 
théorème de Fermat (166), g étant premier à p, 
gt —1 est divisible par p, ou g?T* est de la forme 
E"p +1; donc 


E'p+1i=Ep+h, 





(*) I faut observer qu'ici, et dans tout ce qui suit, latlettre g 
a pour exposant la fraction placée au-dessus, 
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d'où | 


h° = Ep — Ep: pa 


et par conséquent hr est divisible par p. Les puis- 


I (3 


sances a*", a*”, etc, de 2, pour lesquelles 








P—7 
gt (Ep + RÉTe Ep he, 
PEr ee ARCS 
g® = Ep + = Ep+he ?, 

etc. ; 14 


ne remplissent point cétte condition, puisque les quan- 
p—i pi | 
tités g % ,...g 4% ,etc., par hypothèse, ne la rém- 
plissent pas; mais, d’après le n° 165, le plus petit 
exposant de, la puissance du nombre k, qui rend lä 
quantité kt—1 divisible par p, doit diviser a”, puisque 





h — 1 est divisible par p; or a'étant premier, a%-ne 
peut être divisé par d’autres nombres que a et ses puis- 
sances, mais ce ne peut être aucune de celles qui sont 
inférieures à la puissance &, puisqu'on vient de voir 
que h«* — "—1ne saurait être divisible par p, quand 
p—1 TN 
g € ne l’est point : donc = a*; donc le nombre #, 
p—1 
reste de la division de g % par p, est le nombre 
A demandé. On trouverait dé même des nombres 2, 
C', etc. 


Maintenant, puisque les nombres 








Aë, BU, C7, 


21, 
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sont de la forme Ep +1, leurs puissances et les pro- 


‘duits de ces puissances seront aussi de la même forme 
(163), et par conséquent 


Aa" pa*Rer Ca PT — (4BCÿ-: 


sera aussi de cette forme; et de plus, p — 1 sera Île 

plus petit exposant qui rend (4BC) — 1 divisible par 

p. En effet, si l’on suppose que le produit des nombres 

A,B,C, soit tel, que (4BC) = Ep +1, t étant 

moindre que p— 1, il faudra que t divise p—?r, 

Pr 
t 


ou que . 





soit entier (165); et puisque ....... 


p—1 — à LÉ c? , le quotient ne peut être qu'un des 
nombres a, b, c, ou un de leurs multiples. 


Soit, par exemple, Fi 





L . 
na ; On aura p—1—=nût, 


\ pr | ] e e ° . —] 
d’où in; ainsi £ divisera À À dans ce cas, 





er el 
et én vertu de l’hypothèse , (4BC) « —1sera divisible 
par p (163). Mais puisque B, C, séparément, sont tels 
que | 
pb? Ep 1, 
CYŸ—E"p+ 1, 


—] 


| duos 
le produit Ba "We? Ca“ be? —(BC) * = E"p+1; 
PES Far 
et si(4BC) * —EÆEp+1, il faut que 4 * —E"p+1, 
dr, | 
car À % = Ep + h donnerait 


p—1 
(ABC) * =(E"p+h) (E"p+1)=E£E"p + k. 
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D'un autre côté, 4 étant tel, que 4**—1 est divisible par 





p, il faudra, par le n° 165, que a“ divise P “+ x , où que 


P—1 . À F £ ; 
PRE soit un entier, ce qui est impossible; puisque 





pr at bot Bo 
TR ns a+! rt  Q 














poser { d’un degré inférieur à p — 1. 


168. Il suit de là que si l’on désigne par g le produft 
ABC, ou le plus petit reste de la do de ce produit 
par p, ou enfin un nombre tel, que g—* en soït la puis- 
sance la moins élevée de la Eine Ep + 1, les restes de 
la division par p des puissances 


Br Br Sr Bones BP, 
comprendront tous les nombres 1 ,2,3,...p—1, mais 


dans un ordre différent de l’ordre naturel. 


Si, par exemple , p—19, on pourra prendre par 
et en divisant les diverses puissances de ce nombre 
par 19 ; on formera la table suivante : 


Dtarbites, 29,2, 25, 94, 2°, off 2198 
Restes. 1B1,2104,109,40,19;:71 14, @; 
Puissances. 929, 21°,911,914 913 914 915 916 917 


Restes. 1017 20 6 , 13 D T0 


Il y a entre ces restes et les exposans auxquels ils 
correspondent, des relations analogues à celles des 
nombres et de leurs logarithmes, et Euler a désigné 
sous le nom dé racines primitives, par rapport au 
nombre p, ceux dont les puissances fournissent tous 
les restes 1, 2, 3, ...p:—1; de cette manière 2 est 
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racine primitive à l'égard de 19. La même racine pri- 
mitive peut convenir à plusieurs nombres premiers, et 
le même nombre premier a le plus ordinairement plu- 
sieurs racines primitives. On n’a pas encore de procédé 
pour trouver directement ces racines ; mais Lagrange, 
dans la note XIV de son Zraité de la Résolution 
des Équations numériques ; en a donné une table pour 
les nombres premiers jusqu'à 37, à cause de leur 
usage dans la résolution de l'équation æ—1=0, 
découvert par M. Gauss, et qu'il a lui-même beaucoup 
simplifié, en le combinant avec la méthode exposée 
dans les n°° 93 et 24: voici à peu près comme il procède, 


169. Soit l'équation 
IPæIZ= O0 C1} 


p étant un nombre premier; si l’on en ôte le facteur 
%— 1, 0n aura seulement à résoudre l'équation 


LEE LE 5 À dre 2 (2), 


dont les diverses racines se ‘déduisent des puissances 
d’une seule (17), en sorte que si l’une queléonque de 
ces racines était désignée par r, les autres seraient r°, 
r°,...1P7%, Mais si a représente une des racines pri- 
mitives du, nombre p, on trouvera! aussi toutes les 
racines de l’équation (2) dans la série. 


TU, no NIrOT, 
puisque les exposans der, divisés par. p, laisseront 
pour restes tous les nombres entiers, depuis 1 jusqu’à 
p—1.(168), les seuls dont il faille (tenir compte, à 
cause, que == 1 ; en vertu de l’équation:(1). Substi- 
tuant donc aux racines x’, x", x", etc., dans la! fonc- 
tion {’dun° 93, les puissances de r prises dans Fordre 
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indiqué ci-dessus, et changeant m en p—1, on aura 


= T7 + rt + Qr ape D ap 
? . 
æ étant une des racines autre que 1, de l'équation 
Ra RO; 


Cela posé, si dans l’expression de ton change ren r°, 
elle deviendra 


2 3 +42 P—1 mn 
ù Hart Hart... paire ; 


et comme a}, divisé par p, laisse 1 pour reste, la 
puissance 7%” sera équivalente à r, ce qui changera 


l'expression ci-dessus en 
3 —n 
TO art Hart. Tr D aPTr, 


résultat qui est le même que celui qu’on déduirait de la 
première valeur de f, en. la multipliant par «—?, et en 
observant que «4?! — 1: on aura donc 


ap = art + are. sr, 


Changeant r en r* dans cette dernière expression, on 
verra de même que c’est comme si on l’avait multipliée 
par æ—?, que le résultat est par conséquent la valeur de 
aPT 35, et qu'il naîtraitaussi du changement der en r* dans 
la première valeur de {, Un nombre p — 2 de pareils 
changemens successifs , épuisera.tous ceux qu'on peut 
faire en substituant à r ses diverses puissances, puis- 
qu'elles reprennent les mêmes valeurs à partir de r7". 
On formera donc ainsi les valeurs des p — 1 fonctions 


t, aP2t, aP3t,.... at, 


dont la puissance p—1 sera la fonction 0, qui aura par 
conséquent la propriété de conserver la même valeur, 
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3 
lorsqu'on y changera ren r“, r*, r® , etc, Son expres- 
sion , développée suivant les puissances de « rabaissées 
au-dessous du degré p— 1, sera de la forme 


2 + aË — Ce dl ss aPrrEUT2), 


où les fonctions £, #', £”, etc. , ne contiendront que des 
puissances entières et positives de r, et demeureront les 
mêmes, lorsqu'on y changera r en r°, r”, etc. (24), 
propriété quien simplifie considérablement l'expression. 


170. D'abord, il est évident que toute fonction ra- 
tionnelle et entière de r, peut être réduite à la forme 


A+ Br + Cr + Dr....+ Pr a, 


quand # — 1, et qu'ainsi elle peut encore être mise 
sous la foie 


AH Br Cri Dr. Pr, 


lorsqu'on substitue aux exposans 1,2, 3,...p—1, les 
puissances de a, dont ils dérivent comme restes de la 
division par p ; seulement l’ordre de succession des puis- 
sances n'étant pas le même que celui des restes, les 
coefficiens 2, €, D,....P, changeront de place, en 
passant d’une forme à l’autre; B”, par exemple, sera 
l'un de ces coefliciens , mais non pas le même que Z. 
Si maintenant la fonction dont il s’agit doit demeurer 
la même, lorsqu'on y changera r en r°, ce qui est le 
cas des fonctions £, #”’, etc. , il faudra que l'égalité 


A + Br + Cr + Dr... Pr = 
A HBTÆE Cr E Br... + P'r, 
ait lieu indépendamment de r, et que par conséquent 


P'ECNUCE Di: DEN 
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valeurs qui réduisent à 


7 do 08 : A Ce où bn oi le LRO Le 1 177 


la fonction proposée , ou bien à 


A+B's, 


si l'on désigne par s la somme de toutes les racines de 
l'équation (2). | | 

Il suit de là que les fonctions £, £’, etc., seront con- 
nues immédiatement ; car le développement de 8 ou 
de #7? donnera les coefficiens 4 et B', et l’on a s——1, 
puisque le coefficient du second terme de l'équation (2) 
est + 1. La fonction 8 étant donc ainsi déterminée, 
on pourra, au moyen des p—1 valeurs de V/0, for- 
mer les valeurs de r, par le procédé indiqué dans le 
n° 25; 1] sera donc toujours possible de résoudre algé- 
briquement l'équation x?— 1 —0, p étant un nombre 


premier, lorsqu'on aura les racines de l'équation... 
YP'—1—=0o. 


171. La démonstration de ce théorème est le résultat 
le plus important de la méthode précédente ; car, pour 
les applications numériques, on a, depuis long-temps, 
un procédé beaucoup plus donites (voyez la note de 
la page 120); je n'entrerai donc pas dans le détail des 
abréviations dont cette méthode est susceptible , 
cause que p — 1 est toujours un nombre composé (26). 
On les trouvera dans l’ouvrage de Lagrange (*) ; je me 





(*) On prouverait, par leur moyen, que les racines de toute 


équation de la forme x?" T1 1 — 0, lorsque son exposant est 
un nombre premier, ne dépendent que dé équations du second degré, 
et que par conséquent on peut effectuer, avec la règle et le compas, 
la division du cercle en 2* +1 parties égales, 
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bornerai au développement d'un exemple très simple ; 
destiné seulement à particulariser les inelctihn géné 
rales du n° précédent. 


L'équation x°— 1 — 0 étant ramenée à 
aa ka trio, 


et la racine primitive de 5 étant 2, of aura 


tr ar + ar?  aër°, 
ce qui révient à 
t= 1 + ar + cerf ar, 


en abaïssant au-dessous de 5 le dernier exposant de r, 
et & étant une des racines autre que l'unité , dans 
l'équation yf— 1 =o. | 


En effectuant le développement de ff, dans, la forme 


O—E+ar T dE" + UE", 


on trouvera 


SroTi ie 4) E"= 14, £0 té: 


d'où 
bar + Aa Hi4at m6 


puis mettant:pour « ses trois valeurs, qui sont 
_e 


LE EP à V1 PME 


on trouvera 


ee 05, 
ge = 15 + 30V —1, 
PE ir 29 “r 20W/—1. 


Le procédé indiqué dans le,n° 25 , fourmit les équations 
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VE = 2 + ax" + x" Æ ax, 

VE = 2 + pc" + Par + Ba, 

VF = a + yat + y + vx", 
qui, jointes à l'équation 


A — x! + x" + x" + debut 
donneraient 
À 


AHVPEVPEVE 4 r, 


et par conséquent, 
din 41 7e AU! 
ra A VENTE); 


PEU AU AS NE Le 
mais comme chacune des expressions 4/6, 9/87, 9/6"; 
est susceptible de quatre valeurs , l'emploi de toutes ces 
valeurs en produirait 64 pour l’inconnue r, entre les- 
quelles il faudrait faire un choix, par des considéra- 
tions analogues à celles qui terminent les n° 19 et 20. 
Lagrange ne s'étant pas rappelé cette circonstance, a 
donné ,sur la page 284 de son ouvrage (2° édit.), un 
résultat inexact ; mais on est dispensé de tout examen ul- 
térieur, quand on cherche les racines communes anx 
équations Lu 
THE +Lr+iZzo, 
et 

t—= 7 + ar + arf + ar. 


| 4. we 
Lorsqu'on fait a—œ—1,46—4/0 — V5, on tronve 
le facteur commun 


4 (VD 


T+1=0; 
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d’où l’on tire 


D RU de VAE. 


En prenant t— —#5, ce qui revient à changer le 
signe de ÿ5, on obtient 


Pie yves Vo 


Ces valeurs et les précèdentes sont celles que, par la 
méthode indiquée n° 96, Lagrange a obtenues à la 
page 293 de son ouvrage, et que donne aussi la mé- 
thode du n° 56. 


172. Ce qui précède suffit pour montrer l’importancé 
et la difficulté de la théorie des nombres; les lecteurs 
qui voudront s’en imstruire à fond, pourroit consulter 
l'ouvrage où M. Legendre a, le premier, réuni cette 
théorie en un corps de aoothe complet, etles Disquist- 
tiones arithmeticæ de M. Gauss, ou la traduct. française 
qu'en a donnée M Poullet Delisle. Les premiers ma- 
tériaux de cette théorie sont l'ouvrage des plus grands 
géomètres de notre siècle, qui ont démontré la plupart 
des propositions dont Fermat ne nous avait laissé que les 
énoncés : leurs travaux sont consignés dans les Recueils 
des Académies de Paris, de Berlin et de Pétersbourg. 
C'est: dans le dernier (Nov: Commentarii, t. VIT et 

XVIIT) qu'Euler a donné la Théorie des Resbis eXpo- 
sée ci-dessus (p. 314 et suiv.) 


FIN. 


1829. 


LIBRAIRIE 
POUR LES MATHÉMATIQUES, LA MARINE ET LES 
SCIENCES EN GÉNÉKAL. 
nn te ae RS RC OEM 
EXTRAIT DU CATALOGUE 


Des Livres qui se trouvent chez Bacuerrer (Succ' de feu Mre 


veuve 
Courcier), libraire , quai des Augustins , n° 55, À Parts. 


VUVAANNEUVIAAAAAANAAAANAN 


"TABLES DE LOGARITHMES, de LALANDE, étendues à SEPT DÉCI- 


MALES , par Marie, précédées d’une Instruction, dans laquelle on fait con 
naître les limites des erreurs qui peuvent résulter de l'emploi des Logarithmes des 
nonibres et des lignes trigonométriques; par le Baron REynAuD, examinateur des 
candidats pour l’École Polytechnique, etc. 1829, 1 vol. in-12, 3 fr. 5o c. 


OUVRAGES ADOPTÉS PAR L’UNIVERSITÉ DE FRANCE, 
À POUR L'ENSEIGNEMENT DANS LES COLLÉGES, etc.,, "etc. 


Ouvrages de M. LACROIX, Membre de l’Institut et de La Légion-d'Honneur, 
Doyen des Sciences à l’Université, Professeur au Collége de France, etc. 
COURS DE MATHÉMATIQUES à l’usage de l’École centrale des Quatre- 


Nations, Ouvrage adopté par le Gouvernement pour les Lycées, Ecoles secon- 


daires, Colléges, etc., 10 vol. in-8., 49 fr. 
Chaque volume du Cours de M. Lacroix se vend séparément, savoir : 

Traité élémentaire d’Arithmétique, 18e édition, 1830, a fre 

Elémens d’Algèbre, 14e édition, 1825, 4 fr. 


Elémens de Géométrie, 14e édition, 1830, 4 fr. 
Traité élémentaire de Trigonométrie rectiligne et sphérique, et d’Application de 


l’Algèbre à la Géométrie, 8e édition, 1827, 4e. 
Complément des Élémens d’Algèbre, 5e édition, 1825, fu 
Complément des Elémens de Géométrie, ou Élémens de Géométrie descriptive, 

Ge édition, 1529, 36 


r'. 
‘Traité élémentaire de Calcul différentiel et de Calcul intégral, 4e édit., 1827, 8 fr. 
Essais sur l’enseignement en général, et sur celui des Mathématiques en particulier, 

on Manière d’étudier et d'enseigner les Mathématiques, 1 volume in-ê. ; troisième 


édition, revue et augmentée, 1828, fig 
Traité élémentaire du Calcul des Probabilités, in-8., 2e édition, 1822, avec nne 
planche, 5 fr. 


Introduction à la Géographie mathématique et physique. 2e édit., in-8., avec cartes, 


ISIT ” 10 fr. 
TRAÎTE COMPLET DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL, 3 voi. 
in-4 : fr. 
Le Trace élémentaire d’Arithmétique; les Elémens d’ Algèbre, qui ne 
contiennent que les principes et les méthodes d’une application usuelle; les Æ/e- 
mens de Géométrie, où l’Auteur a tâché de concilier les rigueurs des démonstra- 
tions avec l’ordre naturel des propositions; et le Traité élémentaire de Trisono- 
métrie et d’Application de l’ Algèbre aila Géométrie, composent un Cours 
élémentaire après lequel on peut passer inmédiatement au Traité de Calcul dif- 
férentiel et de Calcul intégral. L’Auteur a évité Pemploi des formules de 
l’Algèbre supérieure, afin de ne pas retarder l’entrée des Élèves dans la Mécanique 
et ses applications, qui sont ordinairement le but principal de l’étude des Mathc- 
matiques. Îl n’a cessé, à chaque édition, de perfectionner les détails de ses ouvrages 
et de veiller à leur correction. 
BOURDON, Inspecteur de l’Université de Paris, Exraminateur des Aspirans 
à l'Ecole polytechnique. ELEMENS D’ARITHMÉTIQUE, 1 vol. in8 , 
Ge édition, 1828, 5. fr. 


—— ÉLÉMENS D’ALGÈBRE, 5e édition, 1 fort vol. in-8., 1828, fr. 5o c. 


BOURDON. APPLICATION DE L’'ALGÈBRE A LA GÉOMÉTRRIE; 
ae édition , 1 fort vol. in-8., avec 15 planches, 1828, * EEN DO'CS 
BIOT,, Membre de l’{nstitut, Professeur au Collége de France, ete, TRAITÉE 
ÉLEMENTAIRE D’ASTRONOMIE PHYSIQUE, destiné à l’enseignement 
dans les Colléges, etc. ; 3 fort vol. in-8., 1810. G0.fr, 
PHYSIQUE MECANIQUE, traduite de lallemand de Fischer, avec notes ; 
4e édition, considérablement augmentée, sous presse, in-8. 
ESSAI DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE appliquée aux courbes etauxsur- 
faces du second ordre; in-8., avec 10 pl., 1826,7€ éd, , r2v.corr, et augrn. 6 f. boc. 
— NOTIONS ELEMENTAIRES DE STATIQUE destinées aux jeunes, gens 
qui se préparent pour l'Ecole Polytechnique et qui suivent Les Cours de l’École 
de Saint-Cyr; 1 vol. in-8., 1898, DIT. 794c- 
LEVEBVRE DE FOURCY , Examinateur des Aspirans à Ecole royale Palytech- 
nique, docteur ès-scieuces , etc. LEÇONS DE GEOMETRIE ANALYTIQUE, 
données au Collége royal de Saint-Louis, dans lesquelles on traite des Problèmes 
déterminés, de la ligne droite et des lignes du sa ordre; # vol.in-8., Sfr. Soc. 
— THÉORIE DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR ALGEBRIQUE 
etde élimination entre deux équations à Genx inconnucs. În-8. br. , 1825, à fr. oc. 
BEZOU'F. TRATFE D’ARITHAMETIQUE à Pusage de la Marine et de PAr- 
tillerie, avec des Notes fort étendues et des Tables de logarithmes, pour les Élèves 
qui se destinent à l’École Polytechnique ; par A.-A.-L. Reywaup, Examinateur 
des Candidats à PÉcole Polyt. , ete. in-8., 13e édit., stéréot., 1028, 3fr. Soc. 








Le texte pur se vend séparément, a fr. 
Les Notes se vendent aussi séparément, ‘afr. Soc. 





ALGEBRE et Application de cette science à l’Arithmétique et à la Géométrie, 
nouvelle édition, revue et augmentée de Notes fort etendues; par A.-A.-L. Rey- 
NAUD, Examinateur des Candidats à l’École Polytechnique, etc.; in-8:, 1829, 6 fr. 
Le texte pur se vend séparément, . N” 4 Ms 
Les Notes se vendent aussi séparément, fr. 

—— GEOMETRIE contenant la Frigonométrie rectiligne et la Trigonométrie 
sphérique ; Notes sur la Géométrie, Klémens de Géométrie descripiive et Pro 


blèmes ; par Rexnaup; 7 édit, avec 21 planches, 1829, 6 fr. 
lc texte pur se vend séparément, 4 fr: 
Les Votes se vendent aussi séparément , 4 fr. 


 DEMONFERRAND, Professeur de Mathématiques et de Physique au Collége de 
Versailles, Examivateur à PEcole Polytechnique. MANUEL D’ELECTRICITÉ 
DYNAMIQUE, ou Traité sur l'Action mutuelle des conducicurs électriques et. 
des aimans, et sur la nouvelle ‘Fhéorie du Magnétisme, pour faire suite à tous” 
les Traités de Physique élémentaire; in-S., 1823, avec 5 planches, 4 fr. 
HAUY. TRAÏTEÉ ÉLÉEMENTAIRE DE PHYSIQUE, à té par le Conseil 
royal de lInstruction publique pour l’enseignement dans les Colléges ; troisième 
édition, considérablement augmentée, à vol. in-8., avec 19 pl., 15 fr. 
MONGE. TRAITÉE ELEMENTAIRE DE STATIQUE, à l'usage des Écoles 
de la Marine ; sixième édition , in-5., revue par M. Hachette, ex-Instituteur de 
l’École Polytechnique, Professeur de Mathématiques, etc., 1826,  31r.5oc. 
LEROY, (Professeur à l'Ecole Polytechniq ue. COURS DE L’ECOLE POLY= 
SECHNIQUE. ANALYSE APPLIQUEE A LA GEOMETRIE DES RROIS ‘ 


DIMENSIONS, contenant les surfaces du 2e ordre, avec la théorie généralé des 





surfaces courbes et des lignes à double courbure ; ia-8., 1829, 5 fr.L 
OUVRAGES DESTINÉS AUX CANDIDATS DE L'ÉCOLE 
POLYTECHNIQUE ET DES ÉCOLES MILITAIRES. HN 


Ouvrages de M. le Baron REYNAUD , Æxraminateur des Candidats de l'École 


Polytechnique et de l'Ecole spéciale militaire. 


1°. ARITHMÉTIQUE, à l'usage des élèves qui sc destinent à FÉcole Polytech 
nique et à PEcole militaire ; 15e édition, augmentée d’une tabledes Logarithmes 
des nombres entiers, depuis un jusqu’à dix mille, 1 vol in-8., 1829, , 4fr. 5oc. 

20. ÉLÈMENS D’'ALGEBRE, à l’asage des Élèves qni se destinent à l’École royale 
Polytechnique et à l’Fcolespécrale militaire; 1 vol. in-8., 7e édit, 1828. 7 fr. 5e 

3°. ABGEBRE, ane, élit. | 2e section, à vol: in-8., 1810, 5 fr. 


. 


; 

« 

} { 
_ 


| 


k: | (5) 
4°: TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE ET DONNEES troisième édition, 
_ suivie des TABLES DES LOGARITHMES des nombres et des lignes trigo- 
nométriques de LALANDE; in-18 , avec figures, 1818, 3 fr. 
Les Tables de Logarithmes de LALANDE seules, sans la L'rigonométrié , se 
vendent séparement , É s MES Le 
5°. TRAITÉE. D'APPLICATION DE L’ALGÈBRE A LA GÉOMÉTRIE 
ET DE TRIGONOMÉTRIE , à l’usage des élèves qui se destinent à l'Ecole 
Polytechnique, ete.; 1 vol. in-8., avec 10 planches, 1819, 6 {r. 
6°, COURS ELÉMENTAIRE DE MAT EMATIQUES, DE PHYSIQUE ET 
DE CHIMIE, suivi de quelques notions d’Astronomie, à l’usage des Élèves qui se 
destinent à subir les examens pour le Baccalauréat ès-lettres, x vol. in-8. avéc 
14 planches, Or 
Ce Cours est entièrement conforme an programme qui a été publié par ordre 
de l'Université, dans le Manuel A le Baccalauréat ès-lettres. 


7°. REYNAUD Er DUHAMEL. Problèmes et Développemens sur diverses par- 


uies des Mathématiques, in-8., 1823, avec r1 planches, 6 fr. 
89. ARITHMETIQUE à l'usage des Ingénieurs du Cadastre, in-8., 5 fr. 


9°. MANUEL del’Ingénieurda Cadastre; par MM. Pommiés et Reynaud,in-4., rafr. 
109. TRAITÉE DE TRIGONOMEÉTRIE de Lagrive, avec les Notes de Reynaud, 
in-5. , 7 {r, 
Votes sur Bezout, par Reynaud. 


119. NOTES SUR L’ARITHMÉTIQUE, 13e édit., in-8., 1826, sfr. 5oc 





190. SUR LA GÉOMÉTRIE, m-8., me édit., 1828, Gr, 
13°. —— SUR L’ALGEBRE et Application de Algèbre à la Géométrie, in-8., 
1822, 4 fr. 


Ouvrages de M. GARNIER , ex-Professeur à l'École Polytechnique, Docteur 
de la, Faculié des Sciences de l'Université, Professeur de Mathématiques 
à l'Ecole royale militaire. 











PRAITE D’ARITHMÉTIQUE , deuxième édit., in-8., 1898, 2 fr:.5o c. 
ELEMENS D’ALGEBRE, à l'usage des Aspirans à l’École Polytechnique ; 
troisième édit., 1m-8., 1811, revue, corrigée et augmentée, 6 fr. 
Suite de ces Élémens, 2€ partie. ANALYSE ALGÉBRIQUE, nouv. édit. , 
considérablement augmentée, in-8., 1814 ; ÿ T'ÊTe 
GEOMETRIE ANALYTIQUE, ou application de l’Algèbre à la Géomé 

trie ; seconde édition, revue et augm., t vol. in-6. , avec 14 pl., 1813, Gfr, 


—— LES RECIPROQUES de la Géométrie, suivies d’un Recueii de Problèmes 
et de T'héorèmes, et de la construction des ‘Tables trigonométriques , in-8. , 
2€ edit, considérablement augmentée, 1810. 

=— ÉLEMENS DE GÉOMÉTRIE, contenant les deux Trigonometries, les 
élémens de la Polygonométrie et du levé des Plans, et l'introduction à la Gco- 
métrie descriptive, 1 vol. in-5., avec pl., 1812, “A 5 {ri 

— LECONS DE STATIQUE, à Pusage des Aspirans à l'Ecole Polytechnique: 
un vol. in-8.. avec 12 pl., 1811, ï 4 5 fr. 

=— LECONS DE CALCUL DIFFERENTIEU, 3e édition, x vol. in-8., avec 

M ULO TES è 1 n fr 

IE EcoNs DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL , r vol. in-8., 
avec 4 planches, 1811 et 1812, 14 fr. 

— TRISECTION DE L'ANGLE, suivie de recherches analytiques sur le même 

. suiet. iri-6., 1809, à 2 fr. Soc. 

—— DISCUSSION DES RACINES des Équations déterminées du premier degé 
à plusieurs inconnues, et élimination entre deux équations de degrés quelconques 

à deux inconnues; deuxième ciition, 1 vol. in-8., 1 fr. Soc. 

FRANCŒUR, Professeur de la Faculté des Sciences de Paris, ex-Examinateur des 

Candidats de l'École Polytechnique, ete. COURS COMPLET DE MATHÉ- 
MATIQUES PURES, dédié à 8. M. Alexandre ler, Empereur de Russie ; 
Ouvrage destiné aux Elèves des Ecoles Normale et Polytechnique, et aux Can- 
didats qui se préparent à y être admis, etc. ; troisième édition, revue et aug: 
mentée, 2 vol. in-8., avec tigures, 1825,, 15 fr. 

-— URANOGRAPHIE ou TRAITÉE ELEMENTAIRE D’ASTRONOMIE, 

. à l’usage des personnes pen versées dans les Mathématiques, accompagné de pla 
nisphères, etc. ; 4e édit, considérabl, augm. 1 v. in8., avec pl., 1828, g fr. 5o c. 
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FRANCŒUR. TRAITÉ DE MÉCANIQUE ÉLÉMENTAIRE, 5e édit., 182%, - 


n fr. 5oc. 
SUZANNE, Docteur ès-Sciences, Professeur de Mathématiques au Lycée Clhar- 
lemagne, à Paris DE LA MANIERE D’ÉTUDIER LES MATHÉMA- 
TIQUES ; Ouvrage destiné à servir de guide aux jeunes gens, à ceux surtout 
qui veulent approfondir cette Science, où qui aspirent à être admis à W’Ecole 
Normale ou à l'Ecole Polytechnique, 3 gros vol. in-8:, avec figures.  ” 
Chaque partiese vend séparément, savoir : 
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r 
— Première partie, PRÉCEPTES GÉNÉRAUX et ARITHMÉTIQUE; se- 





conde édition , considérablement augmentée, in-8., Gfr. 
Seconde partie, ALGEBRE , épuisée. 
. — Troisième partie, GÉOMÉTRIE, in-8., 0 1M6fr. £o c. 


BOUCHARLAT, Professeur de Mathématiques transcendantes aux Écoles mili- 
taires, Docteur ès-Sciences , etc. ÉLEMENS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL 
et de Calcul intégral, 3e édit., revue et augmentée, in-8., avec pl., 1826, Gfr. 

…— THÉORIE DES COURBES et des Surfaces du second ordre, précédée des 
principes fondamentanx de la Géométrie PARTIR 2e édit., aug., in-8. 6 fr. 

— éLÉMENS DE MECANIQUE, in8., 2€ édition, revue et considé . blement 


augmentée, avec planches , 1827. Fe 


POISSON, Membre de l’Institut, Professeur à l'École PL Le et'à la 


Faculté des Sciences de Paris, et Membre adjoint du Burcau des Longitudes, 


TRAITÉ DE MÉCANIQUE, 2 vol. in-8., de plas de 5oo pages chacun, avec. 


8 planches, 181r, 12 fr, 
Ce Traité de Mécanique, le plus complet qui existe, a été adopté par l’École 
Polytechnique pour linstruction des Elèves. Îl renferme, en outre, les notions 
de Statique élémentaire qu’on exige des Candidats qui se destinent à ladite Ecole. 
POINSOT, Membre de Plinstitut. TRAITÉE ELEMENTAIRE DE STATIQUE 
adopté pour l’instraction publique, in-8., 4e édit., 1824, avec planch., fr. 
DELAMBRE, Membre de l'Institut. ABREGE D’ASTRONOMIE, où Lecons 
élémentaires d'Astronomie théorique et pratique données au Collége de France , 
y vol. in-8., 2e édit. , sous presse. 
LAPLACE { M. le marquis de), Membre de l’Institut. EXPOSITION DU 
SYSTEME DU MONDE, 5e édition, 1824, in-4., avec portrait, 15 fr. 
—— Le même, 2 vol. in-8., 1824. ; 
—ESSAI PHILOSOPHIQUE SUR LES PROBABILITES, in-8., 5e éd., 1825, 4f. 
MONGE, Membre de l’Institut, etc. GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE, 5e édition, 
augmentée d’une théorie des Ombres et de la Perspective, ext aite des papiess 
de l’Auteur; par M. BRISSON, ancien Elève de l'Ecole Polytechnique, Ingénieur 
en chef des Ponts et Chaussées, 1 v. in-4., avec 28 planch., 1629, 12 fr. 
LE FRANÇAIS. Essai de Géométrie analytique, 2€ édit., revue et augm., 2 fr. 5oe. 
MREUIL. Essais de Mathématiques, contenant quelques déwils sur lArithmé- 
ane, PAlgèbre , la Geométrie et la Statique, in-8., 1819, a fr. 
TRAITE DE LA RESOLUTION DES EQUATIONS NUMERIQUES de 
tous les degrés, avec des Notes sur plusieurs points de la Théorie des quations 
algébriques , par LAGRANGE, Membre de l’Institut, Grand -Officier de la Lé- 


gion d'Honneur, etc. ; 3e édition, in-4., 1826, 15 fr. 


DESTAINVILLE, Répétiteur à l’École Polytechnique MELANGES D’ANA- 
LYSE ALGEBRIQUE ET DE GEOMETRIE, 1 vol. in-8., avec per 
1815, r fr. 5o €, 

LAGRANGE, Membre de l'Institut. LEÇONS SUR LE CALCUL DES 
FONCTIONS , nouvelle édition, in-8,, 6 fr. 5o c. 

DUROURGUET. TRAITES ELÉMENTAIRES DE CALCUL DIFFEREN- 
TIEL ET CALCULINTEGRAL, 2 vol. in-8, 1819 et 1811, 16 fr. 


Imprimerie de HUZARD-COURCIER, rue du Jardinet-Saint-André-des-Ares, n° 2: 
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